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0. Objet du cours et conventions de signe

0.1  Objet du cours

L’'objet du cours de RDM en premiére année concernait la théorie des poutres (poutres

isostatiques).

Le cours de RDM 2 concerne les systémes de poutres hyperstatiques (en s’appuyant parfois sur
les résultats des poutres isostatiques).
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0.2 Convention de signes

Signe positif

Engendre de la ftraction

Effort normal N . .
supplémentaire

Signe négatif

Engendre de la compression
supplémentaire

La fibre supérieure est
'ensemble des points ou o
est minimale (c'est-a-dire que
cest la zone Ila Dplus
comprimée ou la moins
tendue).

La fibre inférieure  est
'ensemble des points ou o
est maximale (c'est-a-dire que
c’est la zone la plus tendue ou
la moins comprimée).

Moment M. pour les
probléemes 2D

La fibre supérieure est
'ensemble des points ou o©
est maximale (c'est-a-dire que
c’est la zone la plus tendue ou
la moins comprimée).

La fibre inférieure  est
'ensemble des points ou ©
est minimale (c'est-a-dire que
cest la zone la plus
comprimée ou la moins
tendue).

Remarque :

Les signes utilisés dans ce cours ne sont qu'une convention. Elle n'importe peu, tant que la
réalité physique (zones en compression et en traction) est comprise de la méme maniére entre le

calculateur et le lecteur d’'une note de calculs.

Néanmoins, une fois une convention choisie, il convient de toujours la respecter.

0.3 Notations de I'effort tranchant

Dans ce présent cours, I'effort tranchant est noté indifféeremment T (notation frangaise) ou V

(notation adoptée pour les codes génie civil internationaux).

0.4 Représentation du repére local

y

a) x

fibre inférieure

P fibre supérieure

Définitions des fibres inférieures et supérieures

Fibre supérieure : fibre telle que les ordonnées y
sont maximales.

Fibre inférieure : fibre telle que les ordonnées y sont

minimales.

ATTENTION, le sens du vecteur y est dirigé
vers le haut, contrairement au cours de RDM de
premiére année.

Voir les différences sur le calculs des
diagrammes de sollicitations par rapport aux
calculs de 1°" année dans les rappels de cours.
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0.5

Hypothéses valables pour I’ensemble du cours

Probléme plan (structure plane dont le chargement est dans son plan)
Hypothéses des transformations infinitésimales :
0 Petits déplacements
0 Petites déformations
Domaine élastique et linéaire du matériau
Hypothéses sur la loi de comportement
o Elastique

o0 Linéaire
0 Homogéne
o0 Isotrope

La contrainte de cisaillement selon y est égale en tout point de méme ordonnée y.
Domaine de validité de la théorie des poutres

0 Les dimensions transversales doivent étre petites par rapport aux dimensions

o 1 h 1
longitudinales. —<—<—
{5

0 La section doit étre suffisamment massive : b <h < 10b

o0 Pas de variation brusque de dimensions transversales

0 Pas de variation brusque de courbure R supérieur a 5h
Principe de Bernoulli : aprés déformation de la poutre, les sections normales a la fibre
moyenne (les sections droites), restent planes et normales a la fibre moyenne.

Principe de Saint Venant : Les contraintes (et par suite les déformations) dans une section

droite, éloignée des points d’application des efforts extérieurs et des sinqularités, ne
dépendent que de la résultante et du moment résultant des efforts appliqués a I'une des
deux parties séparée par la section droite envisagée
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1. Brefs rappels de RDM 1¢ année

1.1 Calculs des réactions d’appuis

1.1.1 Force globalement équivalente a une force répartie

Propriété

forces réparties.

Une force globalement eéquivalente & une force répartie est une force ponctuelle égale a la
résultante des forces répartie, dont le moment par rapport a un point est le méme que celui des

Force répartie ‘ Force globalement équivalente

pl [N]
Force répartie rectangulaire (ou uniformément)
p [N/m]
vV
1
1/2 1/2
1
— [N]
Force répartie triangulaire -
p [N/m]

1/3 21/3

Le tableau précédent est a connaitre par coeur ! Car il est trés

souvent utilisé pour résoudre des problémes de RDM.

Néanmoins, il est facile de retrouver ces résultats puisque la force
ponctuelle est égale a la surface équivalente et est située au niveau du
centre de gravité de cette méme surface.
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Exemple force rectangulaire répartie

"surface" égale a pl Position du o
centre de gravité
de la surface pl

p [N/}

Exemple : force répartie triangulaire

/3 21/3

Position du
centre de gravité
de la surface

triangulaire

p [N/m]

pl

"surface" égale a —

1.1.2 Liaisons

Définition d’'une étude cinématique

Une étude cinématique est I'étude d’'une liaison entre deux solides St et S, en étudiant les
mouvements possibles entre ces deux solides.

Il s’agit bien de mouvements possibles et non réels, étant entendu qu’en
génie civil, les solides ne sont (généralement) pas en mouvement par
rapport a d’autres (exception des calculs dynamique qui ne font pas I'objet
de ce cours).

Propriété

Lorsqu’'un degré de liberté est bloqué par la liaison, il existe nécessairement une action
mécanique appelée action ou effort de liaison dans la direction du degré de liberté bloqué.

Remarque : Les symboles présentés suivants ne sont pas normalisés mais couramment

rencontrés.
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1.1.2.1 Appui simple
Cinématique : une translation (axe x ou y) et une rotation autorisée.

= Réactions d’appuis : force selon la direction dont le déplacement est empéché.

1.1.2.2 Articulation
Cinématique : une rotation autorisée.

= Reéactions d’appuis : force selon toutes les directions

A
Py

Py

1.1.2.3 Encastrement
Cinématique : aucun mouvement possible.

= Reéactions d’appuis : force et moment selon toutes les directions

R

Y

M

RY
. QF@ .

I~

M

AV

AN
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1.1.3 Méthode

* dans la pratique, il est possible de calculer un moment pour n’importe quel point de la structure
si le calcul du moment conserve la partie droite et la partie gauche. En effet, en statique, ce
moment global est nécessairement nul.
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Exemple
1000 800N/m
300 N/m
-
' 2m ' 6 m ) 3m '
Déterminer les réactions d’appuis.

Solution

Mise en place d’un repére global

Lx
KO

Remarque : la convention y dirigé vers le bas est une convention du repere local et non global.

Dessiner et écrire les réactions d’appuis

Au niveau de 'appui simple, il n’existe qu’'une seule réaction verticale en force.

Au niveau de la rotule, il existe une réaction verticale et une réaction horizontale.

Y, Y,
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Remplacer les forces réparties par des forces ponctuelles équivalentes

Charge répartie rectanqulaire :

Elle vaut 300N/m et sollicite 3 m, donc la charge ponctuelle équivalente vaut : 300x3 = 900 N

La position de la charge ponctuelle équivalente est placée au centre de gravité de la charge
répartie, c'est-a-dire qu’elle est placée au centre du rectangle et donc a 1,5 m a droite de I'appui
rotule.

Charge répartie trianqulaire :

Elle vaut au maximum 800N/m et sollicite 6 m, donc la charge ponctuelle vaut : 800><§ = 2400 N

La position de la charge ponctuelle équivalente est placée au centre de gravité de la charge
répartie, c'est-a-dire qu’elle est placée au 2/3 de la pointe du triangle : a 4 m a droite de I'appui
simple (et donc a 2 m a gauche de I'appui rotule).

il ne faut pas oublier les charges qui sont déja ponctuelles dans le probléme.

Il vient alors :
2400 N
1000 N 900 N
Y 7
1 &f .
f b XE X
2m 4m 2m 1.5ml1S5Sm

Ecrire les équations d’équilibre du systéme

Somme des forces horizontales nulles : X, =0
Somme des forces verticales nulles : Y; + Y, — 1000 — 2400 — 900 =0
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Calcul d’'un moment global pour obtenir une équation supplémentaire

Il'y a 3 inconnues et 2 équations. Cette étape est donc obligatoire pour résoudre le systéme.

Pour éliminer Y, de cette équation, le moment global au niveau de l'appui 1 est calculé. Le
moment global (en tenant compte de la partie droite et la partie gauche) au niveau de cet appui
est nul.

Rappel :

- le moment en valeur absolue vaut la force multipliée par le bras de levier.
- Le signe est fonction du sens dans lequel fait tourner la force considérée
Le signe positif est dans le sens suivant :

Y &@
Ly
Exemple :

La force de 1000 N fait tourner dans le sens positif le noceud au niveau de I'appui 1 avec
un bras de levier de 2 m.

1000 N

- A

La force de 2400 N fait tourner dans le sens négatif le noeud au niveau de I'appui 1 avec
un bras de levier de 4 m.

2400 N
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En procédant de méme pour les autres forces, on obtient :
1000%2 — 2400%x4 + Y,x6 —900%x(6 +1,5) = 0
o Y, = 2392 N
Remarque :

Il aurait tout a fait été possible de prendre en compte que le moment était nul au niveau de I'appui
rotule. Ou encore au niveau des deux extrémités libres. Le résultat final aurait été
(heureusement...) identique.

Résolution du systéme

Y, ~ 2392 N
X, =0

{Yl ~ 1908 N

{Y1+ Y, — 4300 =0

Y, ~ 2392 N
X2=ON
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1.2 Calculs des diagrammes de sollicitations par la méthode des coupures
1.2.1 Définitions des parties droite et gauche

Définition de la partie gauche

La partie gauche d’'une coupure est constituée des sections d’abscisses inférieures a I'abscisse
de la coupure

Exemple :

coupure d'abscisse X

D

Y
Sectionstelles que x < x
- partie gauche

il faut étre vigilant sur le sens du vecteur x du repére local, car s'il est orienté vers
la gauche, la partie gauche peut étre géographiquement... a droite comme
lillustre la figure suivante :

Définition de la partie droite

La partie droite d’'une coupure est constituée des sections d’abscisses supérieures a I'abscisse
de la coupure.

Exemple :
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1.2.2 Méthodes : dessiner les torseurs en fonction du choix de conserver la partie droite

ou la partie gauche

Il convient de dessiner les vecteurs avec le méme sens que le repére local puis d’écrire le torseur

N, T (ou V) et M avec un signe :

Positif si la partie gauche est conservée

coupure ’ir ﬁ_\[ v

% N

Néqatif si la partie droite est conservée

%TP 1 s

|

coupure

Pour se souvenir du sens de la fleche courbe
représentant le moment

La fleche courbe « part » du vecteur x en
direction du vecteury.
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1.2.3 Logigramme

Travail préalable : déterminer les réactions d’appuis.

Remarque : cette étape peut étre évitée uniquement dans le cas ou le diagramme de sollicitation
est souhaité pour une barre d’extrémité libre puisqu’il suffit de conserver aprés coupure la partie
de structure ne comprenant pas d’appuis.
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Exemple
1000 800N/m
300 N/m
-
] 2m ) 6 m ) 3m )

Calculer et dessiner les diagrammes de sollicitations

Le travail préalable, qui consiste a déterminer les réactions d’appuis, a été effectué a I'exemple
du chapitre précédent et n’est pas rappelé ici :

1000 800N/m
1908 N 7397 N

et

300 N/m

-

Mettre en place un repére local sur chaque poutre de la structure

\Y

T
X
Effectuer une coupure entre chaque singularité

3 coupures sont ainsi a réaliser.
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coupure 1 CUU}HIH'E 2 cx:-ull)ure 3
1 | |
1000 § ! !
I S0ON/nu
i

@ singularités

mEmmomomo== COUpUres

Coupure 1 (trongon a gauche de I'appui simple)

Conserver la partie droite ou la partie gauche et dessiner le torseur

La partie gauche est conservée. La section considérée se situe a « x métres » de I'extrémité

gauche :

repere local
1000 N Y

T, ‘ﬁ y
/\3: xl\’.[z *
‘ > N
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Remplacer toutes les forces réparties de la partie de structure conservée par une force
ponctuelle globalement équivalente

Etape inutile puisqu’il n’y a pas de force répartie

Ecrire les équations d’équilibre du systéme

Somme des forces horizontales nulle :
—-N=0
Somme des forces verticale nulle :
—1000+ T, =0 & T, = 1000
Moment au niveau de la coupure nul :
1000 x+ M, =0 © M, = —1000-x

Remarque : pour la coupure 1, il est a noter que les réactions d’appuis étaient inutiles a
connaitre.

Coupure 2 (trongon entre les appuis simple et rotule)

Conserver la partie droite ou la partie gauche et dessiner le torseur

La partie gauche est conservée. La section considérée se situe a « x métres » de I'extrémité
gauche :

repére local
1000 N Y

1908 N P T, T
/‘\ xMZ X

Remplacer toutes les forces réparties de la partie de structure conservée par une force
ponctuelle globalement équivalente
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Pour déterminer la force répartie équivalente, il convient de connaitre p(x).
p(x) est une fonction affine de la forme a.x+b

plx=2m) (2a+D=0 " o p(x)~ 133x - 267

p(x =8m) =800 8a + b =800

En isolant la force répartie triangulaire :

X-2

avec : {

p(x) = 133x-267

Centre de gravité positionné a

Y (x-2)/3 de la coupure

surface = (133x-267)(x-2) 3

La charge triangulaire est répartie sur une longueur de (x-2) métres donc la force équivalente
vaut :

x—2
(133x — 267) = 66,5 - x* — 265,5 x + 267
La position de la force ponctuelle globalement équivalente se situe au niveau du centre de gravité

du triangle, donc a g (x — 2) a droite de I'appui simple (ou a § (x — 2) a gauche de la coupure)

66,5%2 - 266,5x + 267

repere local
1000 N v
1908 N T
{ : ) s
“J7 ! \ (} N
- xuz -
(x-2)/3
- % -

Ecrire les équations d’équilibre du systéme

Somme des forces horizontales nulle :
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Somme des forces verticale nulle :
—1000 + 1908 — 66,5 - x> + 265,5 - x — 267 + T,=0 T, =665-" x? — 2655 x — 641
Moment au niveau de la coupure nul :
xX—2
1000 - x — 1908 - (x — 2) + (66,5 - x> — 265,5 - x + 267) -T+ M,=0

& M, ~ —22,2-x3+132,8-x* + 642 - x — 3638

Coupure 3 (trongon a droite de I'appui rotule)

Conserver la partie droite ou la partie gauche et dessiner le torseur

La partie droite est conservée. La section considérée se situe a « x métres » de I'extrémité
gauche. C'est-a-dire a « 11 - x métres » de I'extrémité droite :

o repere local

- A%
M%{ 300 N/m -
N [y

11 -x

Remplacer toutes les forces réparties de la partie de structure conservée par une force
ponctuelle globalement équivalente

La charge rectangulaire est répartie sur une longueur de (11-x) m donc la force équivalente vaut :
300 (11 —x) = 3300 —300"-x

La position de la force ponctuelle globalement équivalente se situe au niveau du centre de gravité

du rectangle, donc a 11-x _ 5,5—0,5-x adroite de la coupure.
3300 - 300x repere local
- N_[ y }Ir
< 0
- N ' lﬁ X
11-x

Ecrire les équations d’équilibre du systéme

Somme des forces horizontales nulle: =N =0 © N =0
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Somme des forces verticale nulle :
—3300 + 300x — Ty =0 & Ty = 300x — 3300

Moment au niveau de la coupure nul :
—(3300 — 300x)%(5,5—0,5x) — M, =0 < M, = —150x* + 3300x — 18150

Remarque : pour la coupure 3, il est a noter que les réactions d’appuis étaient inutiles a
connaitre.

Vérification

Cette étape est facultative mais est conseillée.

Troncon 1 :
T, = 1000
M, = —1000.x

Wz = T, est vérifie.

dx

Troncon 2 :

T, = 66,5x% — 265,5x — 641
& M, ~ —22,2x3 + 132,8x% + 642x — 3638

Mz = T, est vérifie.

dx

Troncon 3 :

T, = 300x — 3300
M, = —150x* + 3300x — 18150

Mz = T, est vérifie.

dx

dﬂ

— =p =300N/m est vérifié.




Boris TEDOLDI
RDM - ENTPE 2%me année

Calcul Structure Batiment
http://www.csb.bet

Page
23/197

Tracer les diagrammes de sollicitations

L’effort normal est nul en tout point. Il est donc inutile de tracer ce diagramme.

1000 N

1908 N

800 N/m

2392 N

2000 4

Ty [N]

1500 -

1000

200 -

300 N/x

x[m]

-500

-1000

-1500

500

Mviz [M.m]

e
L}

1z

w  X[m]

-500

-1000

-1500

-2000

-2500 -

L}

1z
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1.3 Tracé direct des diagrammes de sollicitations

1.3.1 Relations a connaitre

Dans le cas de poutres droites et dans des problémes plans.
dv
o =
dM
" =

P

v
M(M):M(M)—TV(XNX

ces relations sont valables pour des poutres droites. Pour des poutres courbes,
ces relations ne sont plus correctes car il serait nécessaire d’utiliser d’autres
types de repérage (par exemple : coordonnées polaires pour une poutre de
fibre moyenne circulaire).

1.3.2 Effet d’'une force ponctuelle (selon la direction contraire de y)

J repére local
y

b

Les diagrammes d’effort tranchant et de moment fléchissant sont :

Ty M,

Points remarguables au niveau
T, 1 du point B :

Saut d’effort tranchant égal a F,
c'est-a-direque : T, — T, = F

équation 1 L’équation 1 est de la forme :
M,(x) = -T;Xx+a

L’équation 2 est de la forme :
M,(x) = -TyXx+b

La différence de pente entre la
| | X partie 1 et la partie 2 est: T, —

équation 2
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1.3.3 Effet d’un moment ponctuel autour de z

M
| |
| |

A B C

Les diagrammes d’effort tranchant et de moment fléchissant sont :

Ty M,

Points remarquables au niveau du point
B:

" Aucun effet sur I'effort tranchant

I 1 4
Aucun effet sur la pente a droite ou a
gauche du diagramme du moment
fléchissant

v Saut de moment fléchissant égal a -M,

T c'est-a-dire que : M, — M; = —M

- | | x
B C
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1.4.1 Effet d’'une charge répartie (selon la direction contraire de y)
repere local
y

A B C
Les diagrammes d’effort tranchant et de moment fléchissant sont :

Ty M,

Points remarquables

La pente du diagramme de
I'effort tranchant est égale a
p, Cc'est-a-dire que son
équation est de la forme :

T,(x) =pXx +a

Le diagramme du moment
fléchissant est une parabole
de la forme :

pXx?

M,(x) = — —axXx+b
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1.4.2 Méthode

Travail préalable : déterminer les réactions d’appuis.
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Exemple
1000 N
100 N/m
* O
2m Sm
Dessiner les diagrammes de sollicitations

Solution

Le travail préalable, qui consiste a déterminer les réactions d’appuis (non I'objet de ce chapitre)
donne le résultat suivant :

1300 N

1000 N 700 N

100 N/m

Choisir un repére local
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Balayer la structure des x les plus petits aux plus grands et trouver toutes les singularités

1300 N

1000 N 700 N

100 N/m

o ®
© @ E

@ smgulante

Déterminer I'effort tranchant du point le plus a gauche

En dehors de la structure, il est considéré (artificiellement) que I'effort tranchant est nul.

Ainsi, infiniment proche a droite du point le plus a gauche (qui correspond donc a la singularité 1),
on a une force ponctuelle égale a 1300 N (le signe est fonction du repére local choisi). Donc
I'effort tranchant subit un saut de -1300 N donc vaut 0-1300N = -1300 N.

Déterminer pour chaque trongon entre singularité et au niveau de chaque singularité I’effet
du chargement sur I'effort tranchant

Troncon entre les sinqularités 1 et 2 :

Il existe un chargement réparti égal a -100N/m donc I'effort tranchant est une droite de pente
100N/m.

Infiniment proche a gauche de la singularité 2, I'effort tranchant vaut :

N
Ty, = Ty1 +100—x2m = —1300 + 100x2 = —1100 N
’ ’ m

Singularité 2 :

La singularité 2 correspond a une force ponctuelle égale a -1000 N (le signe est fonction du
repére local choisi). Donc I'effort tranchant subit un saut de 1000 N donc vaut infiniment proche a
droite de la singularité :

—1100 + 1000 = —100 N

Troncon entre les singularités 2 et 3 :
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Il existe un chargement réparti égal a -100N/m donc l'effort tranchant est une droite de pente
100N/m.

Infiniment proche a gauche de la singularité 3, I'effort tranchant vaut :

N
Ty3= Ty, +100—x8m = —100 + 100x8 = 700 N
' ' m

Remarque : la valeur de droite correspond a la réaction d’appuis a droite. Cela signifie que les

résultats trouvés sont a priori corrects (sauf si plusieurs erreurs se compensent parfaitement dans
'enchainement du calcul...).

Tracer le diagramme de Ty

pente égale & la charge
répartie (+100N/m)
1000 4 f o
[ _— valeur de la réaction
d'appui 700 N

Ty in]

00 4

0 | 10 12
x[m]
500 - r

" saut d'effort tranchant égal a
la force 1000 N

000 1 |
opposé de la valeur de la
réaction d'appui -1300 N as00 J

Noter les points pour lesquels I’effort tranchant s’annule
L’effort tranchant s’annule pour x =3 m
Tracer de gauche a droite le diagramme de M,

Singularité 1
Au niveau de la singularité 1, le moment est nul (appui simple en extrémité de structure).

Troncon entre les sinqularités 1 et 2

L’effort tranchant est représenté par une droite, donc le moment est représenté par une parabole.
2
M2 - Ml - f T
1
flz T est la surface de la courbe entre les singularités 1 et 2 et vaut donc :

—1300 — 1100
———X

> 2=-2400N.m
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Ainsi :
M, = 0 — (—2400) = 2400 N.m

Singularité 2 :

La singularité 2 correspond a une force ponctuelle égale a +1000 N. Donc le moment fléchissant
subit un saut de pente égal -1000 N/m

Point pour lequel I'effort tranchant s’annule :

Le moment posséde une asymptote horizontale au niveau de ce point et vaut :

x=3m
My—3m = My—2m _.I. T
x=2m

f;:zgmmT est la surface de la courbe entre les singularités les abscisses égales a 2m et 3m donc :
—-100+0
— x1=-50N.m

Ainsi :

x=3m
My—3m = My=2m —f T = 2400 — (—50) = 2450 N.m
x=2m

Troncon entre les sinqularités 2 et 3 :

L’effort tranchant est représenté par une droite, donc le moment est représenté par une parabole.
3

M3 = My=3m _f T
x=3m

fx323mT est la surface de la courbe entre le point annulant I'effort tranchant et la singularité 3 et
vaut donc :

0+ 700
X7 = 2450 N.m

Ainsi :
Mz = 2450 — 2450 =0N.m
Remarque : la valeur de droite est nulle et correspond a la réaction d’appuis a droite (car appui

rotule en extrémité). Cela signifie que les résultats trouvés sont corrects (sauf si plusieurs erreurs
se compensent parfaitement dans I'enchainement du calcul...).
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rupture de pente €gale a

-1000 N/m

3000 -

Mz [N.m]

2500

2000

1500

1000 -+

500

asymptote horizontale

moment nul

x[m]
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1.5 Degré d’hyperstaticité - iso/hyperstaticité
1.5.1 Définitions et calculs

Définition de l'isostaticité

L’équilibre isostatique est atteint si tout mouvement du solide est impossible et si le nombre
d'inconnues de liaison appliquées a ce solide est égal au nombre d'équations.

Remargue : dans le plan, cela donne 3 équations et 3 inconnues.

Définition de I'hypostaticité

S'il reste une seule possibilit¢ de mouvement et/ou si le nombre d'inconnues est
inférieur au nombre d'équations, alors I'équilibre est dit "hypostatique".

On l'appelle aussi mécanisme. En fait, cela se traduit par une absence d’équilibre car le
systéme peut bouger.

Définition de 'hyperstaticité

S'il n'y a aucune possibilité de mouvement et que le nombre d'inconnues est
strictement supérieur au nombre d'équations, I'équilibre est dit "hyperstatique

Remarque : la trés grande majorité des structures en génie civil sont hyperstatiques afin d’étre
dans le sens de la sécurité.

Définition du degré d’hyperstaticité

Le degré d'hyperstaticité est la différence entre le nombre d'inconnues et le nombre
d'équations.

Calcul du nombre d’équations

S'il y a n solides dans le systeme matériel, puisqu'il existe 3 équations d'équilibre par solide,
on obtient 3.n équations au total.

Calcul du nombre d’'inconnues

On calcule ensuite le nombre d'inconnues de liaisons qui existent entre deux solides du
systéme matériel :

- 1 inconnue pour un appui simple,

- 2 inconnues pour une articulation entre deux solides,

- 3 inconnues pour un encastrement entre deux solides.

Remarque : si la liaison est entre m solides, on compte alors (m-1) liaisons.

Exemple :
Pour une articulation entre 3 solides, il y a 2 liaisons a 2 inconnues, ce qui donne 4

inconnues.

Pour un encastrement entre 5 solides, il y a 4 liaisons a 3 inconnues, ce qui donne 12
inconnues.
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Calcul du degré d’hyperstaticité

Avec :

1 est le nombre d’inconnue pour un appui simple.

2 est le nombre d’inconnues pour une articulation.
3 est le nombre d’inconnues pour un encastrement.
L1 est le nombre d’appuis simples.

L> est le nombre d’articulations.

L3 est le nombre d’encastrements.

n est le nombre de solides.

d=(1.L +2.L +3.L)-3n
1 2 3

Corolaire

Conditions

Situation

d=0
ET

pas de mouvement possible entre solides

Le systéme est isostatique

d>0
ET

pas de mouvement possible entre solides

Le systéme est hyperstatique

d<0
ou

mouvement possible entre solides

Le systeme est hypostatique.
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1.5.2 Méthode




Boris TEDOLDI Calcul Structure Batiment i_ Page
RDM - ENTPE 2¢™ année http://www.csb.bet 36/197

Exemples

Déterminer le de degré et type de staticité (iso/hypo/hyper) des structures suivantes :

Structure 1 Structure 2
2 2
3
1 1
e LS

Structure 3

1

Structure 4

3 y)
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Solution

Structure 1

Calcul du nombre d’équations

2 solides — 2x3=6 équations

Calcul du nombre d’inconnues

Type Eléments concernés Nombre associé
d’inconnues
Encastrement Extérieur et 1 3
Encastrement Tet2 3

Le nombre total d'inconnues est 6

Calcul du degré d’hyperstaticité

Analyse cinématique

Pas de mouvement possible.

Le systéme est isostatique.

Conclusion

Structure 2

Calcul du nombre d’équations

3 solides — 3x3=9 équations

Calcul du nombre d’inconnues

Type Eléments concernés Nombre associé
d’inconnues
Encastrement Extérieur et 1 3
Encastrement Tet2 3
Encastrement 2et3 3
Encastrement 1et3 3

Le nombre total d'inconnues est 12

Calcul du degré d’hyperstaticité
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12-9=3

Analyse cinématique

Pas de mouvement possible.

Conclusion

Le systéme est hyperstatique de degré 3.

Structure 3

1 solide — 1x3=3 équations

Calcul du nombre d’équations

Calcul du nombre d’inconnues

Type Eléments concernés Nombre associé
d’'inconnues
Appui simple Extérieur et 1 1
Appui simple Extérieur et 1 1

Le nombre total d'inconnues est 2

Analyse cinématique

Calcul du degré d’hyperstaticité

Inutile de faire l'analyse puisque le degré d’hyperstaticité est négatif donc il existe
forcément un mouvement possible (dans ce cas, il s’agit d’'un mouvement horizontal).

Conclusion

Le systéme est hypostatique de degré 1.
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Structure 4

Calcul du nombre d’équations

3 solides — 3x3=9 équations

Calcul du nombre d’inconnues

Eléments concernés Nombre associé
d’inconnues
Rotule 1,2et3 2x2 =4
Rotule 1 et extérieur 2
Appui simple 1 et extérieur 1
Encastrement 2 et extérieur 3
Encastrement 3 et extérieur 3

Le nombre total d'inconnues est 13

13-9=4

Calcul du degré d’hyperstaticité

Analyse cinématique

Pas de mouvement possible.

Conclusion

Le systéme est hyperstatique de degré 4.
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1.6 Exercices
Exercice 1

de la structure suivante :

Déterminer les diagrammes de sollicitation

Extrait de solution
6 = M - JSlLOU 145G

Wy Osz— = "H

Py | - PSSRSO
NG — = ") . -
st=""'h]'m":””p%

30 N/m

159.00

Exercice 2

!v| }0 N/|m

Déterminer les diagrammes de sollicitation de la structure suivante :

- Extrait de solution
G
WON 00T — = A - Jeysues
8m weN EE'EEL = A i
WCN 005 — = “"’“w}.
TN 00z — g § - ISP RO
T N EE'EEE— = n} .
WON 0 = FFUN - [EUou ot
g&m
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1.7 Solutions
1.7.1 Solution 1

Réactions d’appuis

7a

N\

!5 =
V4

A

e La force ponctuelle équivalente de la force répartie triangulaire est égale a :

30%5
> =75N
Et se situe a 2/3 de la distance BC par rapport au point B :
7 75
A i |
X g |
A 1 U
VAN
3,33

y
<

¢ ZR=0e G0

e Le moment en A est nul (A est une extrémité non encastrée) :
My=0 & 10Y3 —13,33x75=0 < |V3 =100 N
e YE=0©Y,+Y3-75=0 ¢ |V, =-25N

Coupure entre A et B: 0 m < x < 10 m (partie gauche conservée)

' 4

"
[ )
1\ 'M
/“\ 9 N=0
>
L V2520 = [7=25]
25 M+ 25x =0 & [1=—25]

A\
J/
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Coupure entre Bet C: 10 m < x < 15 m (partie gauche conservée)

Aoe p'(x) est une fonction linéaire de la
forme ax + B telle que :

F) v "(x = =
gl R e
5

5 Y

qj .. (10a+B=0
25 = Ainsi: {15+ — 30
. —

= ) & |p'(x) = 6x — 60|

Ce qui est statiquement équivalent a :

La distance de la force ponctuelle
équivalente par rapport a la coupure

100 !'_') est égale au 1/3 de la distance sur
0 vV laquelle s’applique la force répartie
j/ /’\ I'ﬁ M triangulaire donc :
3 _ x—10
? A ou a = 3
- ' Le-1 Aqui
96 < =10 ; La fo.rce ponctuelle équivalente
2 vaut :
&— ~
) " (x—10
P:%: 3-(x - 10)?
N=0

V—25+100—F =0 < |V = 3x2 — 60x + 225|

M+25x—100-(x—10)+a-F =0 & |M = —x3 + 30x? — 225x|

Diagramme de sollicitations

EFFORT TRANCHANT [ N

'\.'
g o
&

A A

4 ? 1
o b= n no Ay Yy AL F
; Ve 2 .|.|._J' . l-_fu‘ v Uk
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MOMENT FLECHISSANT [ Num

u

fslu

1.7.2 Solution 2

Réactions d’appuis

100
¢ La force ponctuelle équivalente a la charge
répartie est égale a :
10x10 =100 N '
Et elle est positionnée au centre du 300 '
chargement comme l’illustre le schéma ci- '
contre l/ |
¢ TR=0 e :
e Le moment en D est nul (D est une ! y
extrémité non encastrée) : ' I
Mp =0 & 6Y, —300%x3 4+ 100x5 =0 y ; Ay
& [V, ~ 66,67 N Np T '
e YF,=0 & Y,+Y,—300—100=0 A ‘6—3—743_;”(1)
]
& (Y, ~ 333,33 N| v’ o S
< =
6 5

Coupure entre A et B (partie gauche conservée)

” N
o /l\ N+6667=0 < [N~ —66067]
<

®
ey
,_apj\—)—
P

= =
i




Boris TEDOLDI Calcul Structure Batiment i_ Page
RDM - ENTPE 2™ année http://www.csb.bet 44/197

Coupure entre B et C (partie gauche conservée)

v
ke M
< O
B —3N
V+6667=0 < [V~—6667]

M—-6667-x=0 < |M = 6667 x

AA
of
666
Coupure entre C et E (partie gauche conservée)
v
300 T F) ¥
o N=0
B ) > N
&
- V466,67 —300=0 < [V ~ 233,33]
M —66,67-x+300-(x—3)=0 & |M =~ —233,33-x+ 900|
A A
6667
Coupure entre D et E (partie gauche conservée)
\/— AN
N+33333=0
S
v
Y- -
M=0
L7 (5 D
N
333/ 33
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Coupure entre E et F (partie droite conservée)

La force ponctuelle équivalente a la charge
10N/ : répartie est égale a :
3 g C 10x10 = 100 N
46 Et elle est positionnée au centre du
- pC chargement.

—N—-100=0 & [N =-100

1 =0
o | < .
LY = ~M —100x5 =0 < [M = —500]

Coupure entre F et G (partie droite conservée)

\/ La force ponctuelle équivalente a la charge

iy répartie est égale a :
[ 140 N/m 10x(10 — x)

N'—'———?TMLJ’ G Et elle est positionnée au centre du

chargement soit a la distance de la coupure

, 10 - _ égale a:
= / 10 — x
2
Le schéma équivalent est :
- M -V 10 (10- a)
0 o g =
s
—N— )
10- &
T -V —-10x(10—x) =0 & [V = 10x — 100
10 - Le M ——— X x10%(10 —x) = 0
{_\ ~
7 & |M = —5x2 + 100x — 500
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Diagrammes de sollicitations

Effort normal N Effort tranchant V
y 5 - o
23333N | ~100N
-100 N
_ -66,67 N
-66,67N 333,33 N
X X
X b 3
Moment fléchissant M
-500 N.m
-500 N.m
200 N.m

-500 N.m

N
AN
L
™
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2. Moments et efforts tranchant entre deux sections d’une poutre
droite dont les moments sont connus

2.1 Relations

Soit deux sections A et B d’'une poutre droite de longueur L, dont on connait les moments Ma et
Mg?

Chargement

L

En posant Miso(x) le moment et Viso(x) I'effort tranchant calculés a la section d’abscisse x pour la
poutre isotatique suivante (deux appuis simples au niveau de A et de B) :

Chargement

Remarque importante

Les abscisses de A et de B
sont égales a :

A B e xp=0

° XB=L

X

Détermination du moment et de I'effort tranchant

. . o L’effort tranchant a I'abscisse x est égal a:
Le moment a 'abscisse x est égal a :

Mp — M,
X V(x) = Vigo(x) + T

L—x
M(x) = Miso(x)'l'MA'T'i'MB'z

ATTENTION : ces relations ne doivent pas étre utilisées pour une portion de poutre en console.

Remarque :
Il peut parfois étre plus pratique d’utiliser la relation suivante : [V (x) = ——dIchx)

1 Des méthodes de détermination de moments aux nceuds sont données dans la suite du cours.
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2.2 Exemple
Pour une poutre « encastrée-appuyée », un ouvrage de RDM?Z fournit les renseignements
suivants :
;2
(1 Cas 4: charge My = _ 2t R = 3t B = S5pt
uniformément répartie 8 4 g "B 8
4 NPT a7, = E/ adl pour x = >
PN i 128 8
64
e S P€3
- A _— —
Fig. 9 48E]
pl’
Iinax = —0,0054— pour x = 0,421/
ET
1) Déterminer en fonction de x, le moment et I'effort tranchant.
2) Démontrer le moment maximal et sa position indiqués par 'aide-mémoire de RDM.

Solution

1)

Remplacons la poutre encastrée par une poutre bi-appuyée uniformément chargée :

p
ORI

f
Pa

>

4

D’aprés le formulaire des poutres bi-appuyées,

e Le moment isostatique en fonction de x est égal a :
DX
Mi5o(x) = 7(1 —x)

o |’effort tranchant isostatique en fonction de x est égal a :

Viso(x) = p (é - x)

2 « Aide-mémoire Résistance des matériaux », 98me &dition, GOULET-BOUTIN-LEROUGE, Editions
DUNOD, 2008, page 102.
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En revenant a la situation initiale,

Le moment en A est nul puisqu’il s’agit d’'une extrémité non encastrée.

D’aprés I'ouvrage,
pl*

M, =
B 8

Ainsi, le moment fléchissant en fonction de x est égal a :

- X
M(X)Z Miso(x)‘l'MA' ] +MB'7
px pl? x
=7 ==
X
- %(31—4@

De méme, l'effort tranchant en fonction de x est :

Mg — M
V() = Vi) +———

= p(5-7)-5;

—P\27%) e

[

= (5-%)
2)

Le moment est maximal lorsque sa dérivée s’annule :

M _D 31 _ge)=0 o |x, =
dx 8 Xo) = Xo =

Et le moment maximal est :

31
3\ P g 31y |9pl?
Mmasz(x0=—)=—(3l—4-—)= B
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2.3 Détermination des réactions d’appuis a partir des diagrammes de
sollicitations3

Notations :

* Xgpui . abscisse de I'appui dont on souhaite connaitre les réactions d'appuis
* Xgppui' : abscisse infiniment proche a droite (au sens du repére local) de Xappu

* Xgpui - abscisse infiniment proche a gauche (au sens du repére local) de Xappui

Pour chaque appui d’abscisse Xappui :

Réaction d'appui = Valeur torseur (xappui_) — Valeur torseur (xappui+)

Ainsi, il est possible de le traduire par :
Meappui = M(xappui_) - M(xappui+)
Rx,appui = N(xappui_) - N(xappui+)

Ry appui = V(xappui_) - V(xappui+)

Remarque :

e Lorsque I'appui est I'extrémité gauche, alors x,,,,;~ est en dehors de la structure, il est

alors pris dans les relations précédentes :
M(xappui_) =0
N(xappui_) =0
V(xappui_) =0

o De méme, lorsque l'appui est I'extrémité droite, alors x,,,,;* est en dehors de la

structure, il est alors également pris :
M(Xappui*) =0
N(Xappui*) =0
V(xappui*) =0

3 Ce paragraphe peut étre vu comme une conséquence du chapitre « tracé direct des

diagrammes de sollicitations » des rappels de RDM 1.
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2.4 Exercices

Exercice 3
Les moments au niveau des nosuds sont :

{ M; = —413108 N.m

Déterminer :

e les fonctions de l'effort tranchant
V(x) et du moment fléchissant M(x) M3 = 159550 N.m
le long de la poutre M, = —1200000 N.m

e les valeurs maximale et minimale Extrait de solution
de MetdeV

e les réactions d’appuis Wi § =X inod J5& [etliuRil jeuow oy

W 7 = X nod }S9 [eLipeul BIonroL o

300000 N
200000 N

1000 N/m

1 2 3
x(m)= 0,00 2.00 6.00 9.00 13.00
Exercice 4
Déterminer les diagrammes de Extrait de solution
sollicitations avec : N £'966- N2
e M, =-1486,5N.m Z/| annod B) NS [BULOU poja,] e
W'N 2'908 & [ebo 1se gfg agnod

[ ] M2 = 13,5 N.m
B INS [RLINEW JUSWOoW 3 e

100 N/m
QI LI T IT®

W ¥ Ll L i W g
)

X

Y €—
500 N =—>

6m

8m
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2.5 Solutions
2.5.1 Solution 3

Entre les nceuds 1et3 (0m < x < 6m)

D’aprés les annexes :

300000%x4xx
Pour0 < x <2 Miso(x) = — % = 200000 - x

X
Pour2 < x<6 | Mi,(x) =300000x2x (1 - g) = 600000 — 100000 - x

Puisque

{M1 = —413108 N.m
M; = 159550 N.m

Alors :

Pour0 < x <2 o |M(x) = 295443 -x — 413108

6 —x X
M(x) = 200000 -x — 413108 T + 159550 g

Pour2< x<6

& [M(x) = 186892 — 4557 - x

x X
M(x) = 600000 — 100000 - x — 413108 v + 159550 '

aM(x)
dx ’

Puisque V(x) = — alors il vient que :

Pour0 < x <2 ||V(x) = —295443]

Pour2< x<6 V(x) = 4557

Entre les nceuds 3 et4 (6 m < x <9m)

En posant X' = x — 6, d’aprés les annexes :

1000X’
Miso(X") = —— B =X
Puisque
{ M; = 159550 N.m
M, = —1200000 N.m
alors
.~ 1000X’ 3-X'
M(X') = ——(3 - X') + 159550 -
& M(X') = —500X'% — 451683X’ + 159550
& |M(x) = —500x% — 445683x + 2851650
Et

[V (x) = 1000x + 445683

!

— 1200000 - =
3
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Entre les nceuds 4et5(9m < x < 15m)

L'utilisation de la relation |M(x) = M;,,(x) + My -L;—x+MB f n’est pas autorisée puisqu’il s’agit

d'une portion de poutre en console. Ainsi, une coupure est effectuée en conservant la partie
droite :

v 100000 —V — 200000 = 0
-M ~ ,)X & [V(x) = —200000]

MR

o - S/ = —M —200000%(15 —x) = 0
N “ "
& [M(x) = 3000000 + 200000x
< >
15—
Bilan

M(x) = 295443 - x — 413108
V(x) = —295443

M(x) = 186892 — 4557 - x

V(x) = 4557

M(x) = —500x2 — 445683x + 2851650
V(x) = 1000x + 445683

M(x) = —=3000000 + 200000x

V(x) = —200000

Pour0< x <2

Pour2< x<6

Pourem< x<9m

Pour9m< x<15m

Le tracé des diagrammes de sollicitations permet de connaitre les valeurs maximales et
minimales :

Effort tranchant

451683 454683

4557

| \ 200000
295443
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Moment fléchissant

177778|N.m 159552 Nim

— 1

| .

413108 N.om B\ |

-1200000 N.m

Ainsi,

{ Voar = 454683 N
Vinin = —295443 N

Et

{ Myax = 177778 N.m
Mpin = —1200000 N.m

Réactions d’appuis

Au niveau de I'encastrement (x =0 m)
M(x=0)=M(0")—M(O0")
Ry(x=0)=V(07)-V(0")
Le point d’abscisse x = 0 est I'extrémité gauche alors

e M(O0)=0
e V(0)=0

Il vient alors que :
M(x =0) =0—(—413108) = |413108 N.m
Ry(x =0) = 0 — (—295443) = |295443 N

Au niveau de I'appui 3 (x =6 m)
Ry(x =6) =V(67) — V(6%) = 4557 — 451683
=
Au niveau de I'appui 3 (x =9 m)
R,(x =9) =V(97) — V(9%) = 454683 — (—200000)

= [654683 N]

ON.m
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Il est possible de schématiser les réactions d’appuis par :

295/3@ {54633

[

4424a8£:f? , 7S

G214

Entre les nceuds 2 et3 (0m < x < 8m)

2.5.2 Solution 4

D’aprés les annexes :

M) = 22 (B )
Puisque
e M,=135N.m
e M; =0 N.m (extrémité non encastrée)
alors
M(x) = 100x (8 —x) + 13,5 8—x

2
& |M(x) = —50x? + 398,3x + 13,5

dM(x)

En utilisant V(x) = — ™

[V (x) = 100x — 398,3]

Le moment est maximal lorsque sa dérivée s’annule (c’est-a-dire que V est nul), donc M est
maximal a I'abscisse :

100x, — 3983 =0 & x, = 3,983 m
Sur la poutre 2/3, le moment maximal est donc :
—50%3,983% + 398,3%3,983 + 13,5 ~
Une coupure en conservant la partie droite permet de déterminer 'effort normal :

100 N/an

N - :_Li,L.!L.,LL

e

NG =0
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Entre les nceuds 1et2 (0m < x < 6m)

D’aprés les annexes :

500%x3xx _

250 -
A X

Pour0 < x <3 | M, (x) =

X
Pour2 < x <3 | My,(x) = 500x3x (1 ‘g) = 1500 — 250 - x

Puisque

{Ml = —1486,5N.m
M, =135N.m

Alors :

X X
M(x) =250 x — 14865 - ——+135 >

& [M(x) =500 - x — 1486,5

Pour0 < x <3

6—x X
M(x) = 1500 — 250 - x — 1486,5 -T+ 13,5 'E

o [M@x) =135

alors il vient que :

Pour3< x<6

aM(x)
dx ’

Pour0 < x <3 V(x) = =500
Pour3< x<6 V(x) =0

Puisque V(x) = —

Pour connaitre I'effort normal, I'équilibre au niveau du nceud 2 est réalisé, c’est-a-dire entre :

- Le torseur du nceud 2 de la poutre 1/2 (partie droite conservée donc signe négatif)
- Le torseur du nceud 2 de la poutre 2/3 (partie gauche conservée donc signe positif)

Or le torseur de la poutre 2/3 est connu donc

L’équilibre en force vertical est :

= Voyq &— = —Ny/1 +V33=0 & —N,;; —3983 =0

Puisqu’il n'y a pas de force selon X le long de la poutre 1/2, alors I'effort normal est constant entre
les nceuds 1 et 2, ainsi :

N = —-398,3
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Les diagrammes de sollicitations sont alors :

Effort normal Effort tranchant
401,7 N
-398,3 N
-398,3 N
-500 N
'
X <
Moment fléchissant
806,7 N.m
13,5 N.m M| ' 0O N.m
13,5 N.m
¥, - -1486,5 N.m
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3. Calcul d’une fléeche

3.1 Relation liant le moment, I'inertie, le module de Young et la fleche
Hypothése : flexion pure selon z

M. est constant sur dx.

D’aprés le cours de RDM 1¢ année :

Ox = 1 y
‘ La loi de Hooke s’exprime par : Ee, = o,
— ” M,
4> Ainsi: g, = %=—E—Izy

La définition de la déformation est :

longueur finale—longueur initiale

x longueur initiale

D'ou:
_ (R+y)d0—RdO y
= RdO ~R
R Or le rayon de courbure est (voir cours
prépa) :
1+ (4))
dx
R= —
&f
dx?
. df\2 3/2
Q ! vy puisque (1 + (E) ) ~1
o~ — L oetre = &
dx R~ &r el: & = Y ax?

dx?

Aufinal : [EL %L = —M,(x)

z dxz

_Mz(x)

El,

Ainsi, la fleche se calcule par la double intégrale de
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3.2 Valeurs connues et propriété de la fonction représentative de la fleche
Pour intégrer (doublement) et déterminer les constantes, il convient de connaitre les valeurs en

certains points de la fleche et/ou de sa dérivée :

chargement

Résultats
pour la
Résultats dérivée
Représentation sur la de la
fleche | fieche :
af
dx
dérivée nulle
Encastrement T~ f=0 af _ 0
dx
fleche nulle
Appui rotule ou appui L f=0
Slmple fléche nul
i Y
Centre d’une poutre Q Y .
symétrigue en R i af 0
géométrie et en dérivée de la fléche dx

De plus, il peut parfois étre utile d’exploiter le fait que :

La fonction de la fleche est C1, c’est-a-dire que :

e La fléche est continue
e La dérivée de la fleche est continue




Boris TEDOLDI Calcul Structure Batiment i_ Page
RDM - ENTPE 2™ année http://www.csb.bet 60/197

3.3 Notion de courbure

Définition de la courbure

La courbure x est linverse du
rayon de courbure :

1
Y= R

=

:xllt'l
Propriété 1
La courbure est égale a :

¥ = _Mz(x) I{
El,

Propriété 1 h
Pour une section de hauteur h dont
les déformations en fibre
supérieures et inférieures sont
connues, la courbure en élastique
linéaire peut étre déterminée par :

pianss 7}
seclhion £

_ Ssup - ginf
h mi .

dx

3.4 Meéthode

I.  Déterminer le moment fléchissant en tout point
II.  Effectuer une double intégrale du moment pour I'équation de la fléche avec :
d*f M,(x)
dx*  El,
lll.  Les constantes sont déterminées a I'aide des valeurs connues.
V. Une fois la fonction de la fleche entierement déterminée, une étude de cette fonction
permet de connaitre la position et la fleche maximale.
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3.5 Exemple

Pour une poutre « encastrée-appuyée », le moment en tout point (voir solution du chapitre
précédent) est égal a :

M(x) = %(31 —4x) = g(3lx _ ax?)

P
A L(CCTTTTTTTTTTTTTTTVCCETTEY

Calculer la fleche maximale fmax.

Solution
1) Le moment est connu :
px p 2
M(x) = g(Bl —4x) = §(3lx — 4x°)

2) La double intégration de g =— MEZ—I(X) donne :

X
df 1 p
— = |= — 42
= EL [8 (Blx — 4x )] dx

0

Puis

3) Puisque les résultats avec les constantes A et B sont :

. 3lx*  4x3 + 4 G0 = p [31x3 4x* AR
@ _ 12 3 VET8EL 6 12
dx 8EL,

Et qu’au niveau de I'appui simple (x = 0), il est connu que :
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4)

alors

De plus, au niveau de I'encastrement (x = [), il est également connu que :

df 0
dx
Donc
313 43 a0 A I3
— e — — =9 e —
2 3 6
Ainsi,
[213x — 61x3 + 4x*
) = p-l ]
96EI,
Remarque :

[l'y avait deux constantes a déterminer et 3 valeurs connues :

Encastrement (x = 1) :
Tx=p=0 (V1)

fx=1)=0 (V2)
Appui simple (x = 0) :
f(x=0)=0 (V3)

Pour la résolution de 'exemple, les valeurs connues (V1) et (V3) ont été exploitées, mais il
aurait tout a fait été équivalent d’utiliser les conditions (V1) et (V2) ou les conditions (V2)
et (V3).

De fait, (V2) est bien respecté puisque :

[21% — 61* + 41*
fc=1 =21 I_ o
96EL,

Pour trouver la fleche maximale, trouvons un extremum de la fonction de la fleche compris
entre J0; [ :

p-[213x — 61x3 + 4x*]

) = 96EI,

On passera par I'étude entre ]0; [ de :
g(x) = 213x — 6lx3 + 4x*

dg() _

213 —181x?% + 16x3
dx
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En posant x, = a - [ la position de la fleche maximale,

d
Efli(X)zo ©2:PF-18-1-(a-D*+16-(a-1)*=0

& 2-18a?+16a% =0

{a =~ —0,297
a= 0,422

La seule solution acceptable (puisque o doit étre compris dans l'intervalle ]0; 1[) est
a = 0,422, ainsi, la position de la fleche maximale est :

Xp = 0,422 -1

Et la fleche maximale est égale a :

pl*
fmax = —0,0054 E_IZ

Remarque : on retrouve bien les données de I'énoncé de I'exemple du chapitre précédent.
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3.6 Exercices

Exercice 5

Données :

E =210 000 MPa
| =77,67 cm*

Quelle est la fleche maximale d’'une poutre console sous poids propre de portée 5 m ?

Extrait de solution

poL g 0T L'L=
Masse volumique : 8000 kg/m3
Aire de la section : 7,57 cm?
Pesanteur : g = 10 m/s?

xp
(wg) fp

Exercice 6

Données :

e E=30000 MPa
e |=10455cm*

1
x(m)= 0.00

Sachant que :

Quelles sont les rotations des nceuds 1,2 et 3 ?

Extrait de solution

' [ ]
IH>£H> ZH

I PrEoU Np uoieod 8] 'y Juesod u

1000 N/m

Pour0 < x <5

M(x) = —500x2 + 2100x

Pour5< x<7

M(x) = —500x2 + 7000x — 24500
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Exercice 7

Y

300000 N

1 2
x(m)= 0,00 2.00

Sachant que :

(ap]
o LJ
]
O
-~
(]
On
s
]
]

Déterminer la fonction représentative de la fleche de la poutre suivante :

1000 N/m 200000 N

Pour0< x<2

M(x) = 295443 - x — 413108

Pour2< x<6

M(x) = 186892 — 4557 - x

Pourom< x<9m

M(x) = —500x> — 445683x + 2851650

Pour9m< x<15m

M (x) = —3000000 4+ 200000x

Et

e E=210000 MPa
o |=722299 cm*

Extrait de solution
W gg" L ="*"Y
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3.7 Solutions
3.7.1 Solution 5
Puisque la section est constante, le poids propre est une charge répartie rectangulaire

Y

1 2
x(m)= 0,00 2.00

Telle que :

7,57
p =8000X10X — = 60,56 N/m
100

En effectuant une coupure en conservant la partie droite :

La force répartie est équivalente a une force
-\/ T, ponctuelle :
Ll | 6056 N/ ar
—/N _— oU,50 NN/ m 60,56(5 — x)

/, sl ¥ Positionnée au milieu de la force répartie,
L i d, \Lr - N W y < . 5-x . .

I - c'est-a-dire & —= a droite de la coupure
N ‘2 &r':g_m‘\.

’ - —
<

Est statiquement équivalent a

5—x

L : \; —M — 60,56X(5 — x)x

© M = —30,28x% + 302,8x — 757

Ainsi, il vient que : E1 L% = 10,09x — 151,4x2 + 757x + A
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Et
EIf(x) = 2,52x* — 50,46x3 + 378,5x% + Ax + B
f(0)=0

Or au niveau de I'encastrement : {df(o) —0 ©A=B=0
dx

Donc |EIf (x) = 2,52x* — 50,46x? + 378,5x?|

Avec EI = 210000.10x77,67.1078 = 163107
Au final :

3 2,52%x5% — 50,46x53 + 378,5x52

_ = 0,029
max 163107 pezm

3.7.2 Solution 6
La premiére étape consiste a intégrer deux fois le moment fléchissant.

En posant A, B, C et D des constantes, il vient que :

2,9cm

M(x) = —500x2 + 2100x

df (x
Pour0 < x <5 El% = 166,67x3 — 1050x% + A

EIf(x) = 41,67x* —350x3 + Ax + B

M(x) = —=500x2 + 7000x — 24500

d
Pour5< x <7 El% = 166,67x3 — 3500x2 + 24500x + C

EIf(x) = 41,67x* — 1166,67x3 + 12250x* + Cx + D

Les fleches sont nulles au niveau des appuis donc :
e EIf(0) =41,67x0* —350%x03 + AX0 + B

= [B=0]

e EIf(5) = 41,67x5% —350x53 + AX5+B =0
& 54 + B = 17706,25]

o EIf(5) = 41,67x5% — 1166,67x5% + 12250x52 + CX5 + D
& |5C + D = —186460|

La dérivée de la fleche est continue :
af(s7) _ df(s%)
dx - dx
& 166,67x53 — 1050%5%2 4+ 4 = 166,67x5% — 3500%5% + 24500%5 + C
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e |A—-C =61250|

Nous obtenons un systéme qui peut se mettre sous la forme :

5 0 0\/4 17706,25
0 5 1 (C =| —186460
1 -1 0/ \D 61250

A 3541,25
= (C) = (—57708,75)
D 102083,75

D’ou
d
Pour0 < x<5 El% = 166,67x3 — 1050x% + 3541,25
df (x) 3 )
Pourb5< x <7 EIW = 166,67x> — 3500x“ + 24500x — 57708,75

Avec EI = 30000.10°%x10455.1078 = 3136500

D’ou les rotations
3541,25

e auniveaudunceud1:R; = Taceos = LL13. 1073 radl

_ 166,67x53-1050x5%+3541,25

e auniveaudunoeud 2 : R, = ~T3csoo =|-5,98.10"* rad|

166,67x73-3500%x72424500x7—57708,75

e auniveaudunceud 3: R; = S =(-1,72.10"* rad
3.7.3 Solution 7
La premiére étape consiste a intégrer deux fois le moment fléchissant.
En posant A, B, C, D, E, F, G et H des constantes, il vient que :
M(x) = 295443 - x — 413108
Pour0 < x <2 EI%SC) = —147721,5x% + 413108x + A

Elf (x) = —49240,5x3 + 206554x* + Ax + B
M(x) = 186892 — 4557 - x

d
Pour2 < x<6 El% = 2278,5x% — 186892x + C

EIf(x) = 759,5x3 — 206554x% + Cx + D
M(x) = —500x% — 445683x + 2851650
af(x)

Pour6m< x<9m El = 166,7x3 + 222841,5x? — 2851650x + E

Elf(x) = 41,7x* + 74280,5x3 — 1425825x*> + Ex + F
M(x) = —3000000 + 200000x

df (x
Pour9m< x<15m El% = —100000x2 + 3000000x + G

Elf (x) = —33333,3x3 + 1500000x2 + Gx + H
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Les fleches sont nulles au niveau des appuis donc :
e EIf(0) = —49240,5%03 + 206554x0% + AX0 + B

= [B=0]

o EIf(6) = 759,5%6% — 206554X6% + CX6+D = 0
& [6C + D = 7271892]

o EIf(6) = 41,7x6* + 74280,5x6% — 1425825x6% + EX6 + F = 0
& [6E + F = 35231069

e EIf(9) = 41,7x9* + 74280,5x93 — 1425825%92 + EX9 + F = 0
& [9E + F = 61067747

e EIf(9) = —33333,3x93 + 1500000%9%2 + GXx9+ H = 0
© (96 + H = —97200024]

La dérivée de la fléche est nulle au niveau de I'’encastrement :
El%:’) = —147721,5%0% + 413108x0 + 4 = 0
sS|A=0

La fleche est continue :
e f(27)=1f(2"%)
& —49240,5%23 + 206554%2% + AX2 + B = 759,5%23 — 206554%2%2 + Cx2+ D
< 2C+ D = 1252432

La dérivée de la fléche est continue :
ar(97) _ df(oh)
dx - dx
& 166,7%x93 4+ 222841,5%9% — 2851650%9 + E = —100000x92% + 3000000%9 + G

o [E=G = 26393164]

Elle est également continue aux abscisses x=2m et x=6m, mais nous avons déja suffisamment
d’équations permettant de résoudre le systéeme qui peut se mettre sous la forme :

6 1 0 0 0 O C 7271892
/0 0 61 0 O\ D /35231069\
10 0 91 0 O0OIllE]|_1 61067747 |
000 0 9 1 F | | —97200024
21 0 0 0 O G 1252432
0 01 0 -1 0/ ‘M 26393164
C 1504865
D —1757298
o E | _| 8612226
F —16442287
G —17780938
H 62828418
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Ainsi,

Pour0 < x <2

Elf(x) = —49240,5x3 + 2065542

Pour2< x<6

Elf (x) = 759,5x — 206554x2 + 1504865x — 1757298

Pourom< x<9m

EIf(x) = 41,7x* + 74280,5x3 — 1425825x2 + 8612226x — 16442287

Pour9m< x<15m

Elf(x) = —33333,3x3 + 1500000x% — 17780938x + 62828418

Avec

EI = 210000.10°x722299.1078 = 1516827900

La fleche maximale se situe a I'abscisse x =15 m:
—33333,3%153 + 1500000%15%2 — 17780938x%15 + 62828418

fmax = f(15) =

1516827900 =0,0139m

& |frmax = 1,39 cm

La représentation de la fléche est :
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4. Méthode des forces

4.1 Premier principe de la thermodynamique

Pour un systéme fermé :
AU+ AK =W +Q
Avec :
U : énergie interne
K : énergie cinétique (macroscopique)

W : travail des forces
Q : chaleur regue

Ainsi, dans le cadre de la RDM :

¢ les effets thermiques ne sont pas pris en compte,
e [I'énergie globale est constante,
e la structure reste statique.

Il vient alors que la somme du travail des forces extérieures et des forces intérieures est nulle :
Wint + Wexe =0

Remarque :

Cette équation est parfois appelée I'égalité de Clapeyron.

4.2 Notion de travail

4.2.1 Travail d’une force

Le travail d’une force F dont le point d’application se déplace de u est égal a :

Wg =F.1i=F.u.cosf

Avec 6 I'angle entre les directions qui portent les vecteurs F et

Dans le cadre de ce cours, le déplacement considéré est généralement colinéaire a la force,
ainsi :

4.2.2 Travail d’un moment

Le travail d'un moment M (considéré constant) se déplagant d’'un angle w est égal a :

4.3 Travail des forces extérieures

Dans un champ de déplacement donné (incluant des rotations), le travail des forces extérieures
est égal a:

n
WFext = Z(Fi.ui + Ml-.a)l-)

i=1
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4.4 Travail des forces intérieures
En posant :

o N leffort normal et € la déformation longitudinale
e M le moment fléchissant et x la courbure
o V l'effort normal et y la déformation de cisaillement

Le travail des forces internes (en négligeant I'effet de la torsion) est égal a :

Wine = — j N-e+M-y+V-y

structure

Or

Avec Ay la section réduite pour I'effort tranchant égale a :

I7
Ay = 2
section b(y)

Et G le module d’élasticité transversal égal a :
E

=Ty

Cas particulier :

Lorsque les travaux de l'effort normal et de l'effort tranchant peuvent étre négligés devant le
travail du moment fléchissant, ainsi il vient que :

MZ
Wine = — i

structure

4.5 Théoréme de réciprocité de Maxwell-Betty

Théoréme

En considérant deux systémes de chargement S; et S».
Le systéme S+ (resp. S2) a pour conséquence un champ de déplacement uq (resp. uz).

Le travail produit par le chargement S¢ dans le champ de déplacement u, est égal au travail
produit par le chargement S, dans le champ de déplacement uy.
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Illustration du théoréme

Soit une structure de moment d’inertie égal a 0,01 m*et de module du Young égal a 12000 MPa.

Systeme Sy
5 kN

@

I m

5m

D’apres le formulaire des poutres bi-appuyées en annexes de ce cours, la fleche a 3 metres de

I'appui gauche (au niveau de la force appliquée dans le systéeme S») est égale a :
5000x1x(5—3)

~ 6x12000000000%0,01x5

[3x(2%x5—3) —1%] = —5,56.10°> m

Systeme S»
12 kN

@ :

3m

5m

D’apres le formulaire des poutres bi-appuyées en annexes de ce cours, la fleche a 1 metre de

I'appui gauche (au niveau de la force appliquée dans le systéme S;) est égale a :
12000x2x1

~ 6x12000000000%0,01x5

(52-22-1%) ~ —-1,33.10*m

Travail des forces de S; dans le champ de déplacement de S»
5000x1,33.107* = 0,67

Travail des forces de S, dans le champ de déplacement de S
12000x5,56.107° = 0,67 ]

Le théoreme de réciprocité de Maxwell-Betty est bien vérifié dans cet exemple.
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4.6 Principe des travaux virtuels (PTV)
En posant u* un champ de déplacement virtuel ; u* est pris tel que :

respecte les conditions de liaisons (cinématiquement admissible — CA)
est continu

est dérivable

existe

Principe des travaux virtuels

La somme du travail des forces extérieures et des forces intérieures calculée dans un
champ de déplacement virtuel est nulle :

|W* ext T W' ine = 0|
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4.7 Ajouter des degrés de liberté et un effort unitaire associé
Par la suite :

- Les réactions d’appuis sont en vert
- Les efforts unitaires suite a la libération d’'un degré de liberté sont en rouge.

4.7.1 Au niveau d’un encastrement

Ry
Il est possible de libérer (en 2D) :
R,
La rotation 1 degré de liberté ajouté
! >
R‘X
1
La rotation et la T 2 degrés de liberté ajoutés
force verticale 1 S R
X
R,

La rotation et la
force 2 degrés de liberté ajoutés

N
horizontale 1 i; 1

La rotation et Tl

les forces , . e e s

. 3 degrés de liberté ajoutés
horlzoptale et 1 >

verticale 1
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4.7.2 Au niveau d’une rotule
R,

/2

Il est possible de libérer (en 2D) :

1
La force T
verticale > R
X

1 degré de liberté ajouté

R,
La force 1 degré de liberté ajouté
horizontale
1
Les forces Tl
horizontale et 2 degrés de liberté ajoutés
verticale ﬁ—
1

4.7.3 Au niveau d’un appui simple

Il est possible de libérer (en 2D) :

La force 1
verticale

1 degré de liberté ajouté
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4.7.4 A l’intérieur d’une structure

Il est possible de libérer (en 2D) en un point quelconque :

1
La rotation ﬂmﬁ 1 degré de liberté ajouté
_/ U\

1 1
La rotation,
I'effort normal et 1 N 3 degrés de liberté ajoutés
I'effort tranchant \ V4

4.8 Méthode

I.  On détermine le degré hyperstatique de la structure h.

Il.  On supprime suffisamment d’hyperstaticité pour se ramener a un cas isostatique en
ajoutant h degrés de liberté (soit au niveau des appuis, soit en créant des rotules
internes).

lll.  Cette « nouvelle » structure avec le chargement réel est appelée structure isostatique
associée (notée Sp) pour laquelle on calcule le moment fléchissant en tout point.
Cette solution concernant les moments est appelé Mo.

IV.  Pour chaque degré de liberté ajouté i précédemment, on calcule les moments
fléchissants avec la structure isostatique associée avec pour chargement un effort
unitaire en adéquation avec le degré de liberté ajouté. La valeur réelle de I'effort
associé a ce degré de liberté est noté X et les moments fléchissants sont notés M.

V.  Onrésout le systeme d’équation de degré h suivant :

811 - O1n\ /X1 601 0
: . : : + : = :
Op1 0 Opn/ \Xp Son 0

Lorsque les déformations d’effort normal et d’effort tranchant peuvent étre négligées :

M;M;
0 = f El
)
et
MyM;
Sn: =
0t j EI
Q)
Remarques :

1) Lorsque les déformations d’effort normal et d’effort tranchant ne peuvent pas étre
négligées (treillis par exemple), les termes sont égaux a :
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et

2) La matrice( :

ij=
)

M;M; N;N;
8 = f L v

A%
El ' ES ' GA,

VoVi
El ' ES ' GA,

MyM;  NyN;
601':[ Ol+ 0%

)
O1n

6hh

: ) est appelée matrice de souplesse.
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4.9 Intégrales de Mohr4

Il est indispensable de calculer des termes du type f(s) M;M;. Pour cela, il est possible, dans la

majorité des cas rencontrés, d’utiliser les intégrales de Mohr.

Tableau des intégrales de MOHR : J-MI. (x]Mj(x)dx =X M; M, Lavec X : valeur lue dans le tableau
1]

4 Extrait du cours de RDM2 de 'ENTPE (J.-Y. COLLIN)
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410 Exemple

Sm

Déterminer les réactions d’appuis.

3m

20 kN

TLLTTL Q

€&—— 100 kN

v

Loy

repére global

Toutes les sections ont méme moment d’inertie et méme module de Young.

Solution

La structure est hyperstatique de degré 2.

Supprimons l'appui rotule pour ajouter deux degrés de liberté et ainsi obtenir une structure

isostatique associée.

Remargue : d’autres choix pourraient étre faits et conduiraient a la méme solution.

La structure est égale a :

511'1|u|1rc:.\{]}

20 kN

x
X

.‘~;1rucn1rci.\il>

100 kN y / ;
_\\1, _\. ‘\:.

TTITTT —1

On peut également noter :

Avec

S=50+X1'51+X2'52

e X laréaction d’appui horizontale au niveau de la rotule

® X la réaction d’appui verticale au niveau de la rotule

Structure (S,)

TP 1




Boris TEDOLDI Calcul Structure Batiment i_ Page
RDM - ENTPE 2¢™ année http://www.csb.bet 81/197
Diagrammes de moments fléchissants :
Structure S Structure S
-280
5 5 5
I R
-280 -250 5 ’
0
220 Y 0
S T 777

Structure S,

CaICUI de E1501 — f(s) MOM1
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Poteau de gauche

So St Intégrales de Mohr
-280 ———— S M, oM,
\\
\ I—
\ T
\
\ M,
-\. 1+2¢
\ .-4 G
T
\
\ Avec :
\ ; e M;=5kN.m
777 220 T e M;=220 kN.m
e ¢-Mj=-280kN.m = ¢~ —-127
Donc
1+ 2%x(—1,27)
f MgM; ~ 7x5x220x5
)]
~ —1412
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Poutre supérieure

So

-280
— u By
— =290 -250
St
3 5
Intégrales de Mohr
x € [0;1,5] M, oM,
1 ’
Mi
1 =
L i
Avec :
e L=15m
e M;=5KkN.m
e M;=-280 kN.m
e ¢-M;=-250kN.m = ¢ =~ 0,89
Donc
1+ 0,89
fMOMl ~ 5 x5x(—280)x1,5 ~ —1985
()
x € [1,5;3] M,
L ’
Mi
I
L i
Avec :
e L=15m
e M;=5KkN.m
e M;=-250 kN.m
Donc
O

Poteau de droite
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So Sq Intégrales de Mohr
, =250 5 |
- —_— Remarque : le calcul est réalisé que pour
f x €[0;2,5] puisque pour x € [2,5;5], la valeur
de l'intégrale est nulle.
M, oM,
/ .
0 L
M.,
N 2+
= S 6
T L -
Avec :
e L=25m
e M;=-250 kN.m
0 e M=5KkN.m
e ¢-Mj=25kN.m = ¢ =05
Donc
2+0,5
MM, = : X(—250)x5%2,5 ~ —1302
)
Ainsi,

El8g; = [y MMy ~ —1412 — 1985 — 1875 — 1302 ~ —6574
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CaICUI de El602 - f(s) MOMZ

Poteau de gauche

So Sy Intégrales de Mohr
-280 ———— 3 M; oM,
\
. —
\ ¢ L ’
\ I
N i
N\ 1+
L
\ Avec :
e M=3kN.m
\ o M;=220 kN.m
7777 220 3 o ¢-Mj=-280kN.m = ¢~ —1,27
Donc
1-1,27
MoM, = ———X3x220x5 ~ —446
©)
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Poutre supérieure

So -280
S5 3
0
Intégrales de Mohr
x € [0;1,5] M; ¢ M,
L 7
M,y
= 6
Avec :
e L=15m
e M;=3kN.m
e Y:-M;=15kN.m = ) =0,5
e M;=-280 kN.m
e ¢-Mj=-250kN.m = ¢ ~ 0,89
Donc
2+ 0,89 + 0,5+ 2x0,89%0,5
MyM, =~ 6 x3%x(—280)x1,5 ~ —899
O]
x € [1,5;3] M;
L :
Mi
I |
. 2
Avec :
e L=15m
e M;=-250 kN.m
e M;=15kN.m
Donc
1
f MM, ~ E><1,5><(—250)><1,5 ~ —281
&)
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Poteau de droite

So S2

Intégrales de Mohr

|
LA
o

. J. MOMZ == 0
®)
J

Ainsi,

E1602 - f
)

MgM; =~ —446—-899 —-281+0 =

—1626

Les calculs suivants (moins détaillés) donnent les résultats suivants :

E1611 — fMlMl =~ 158
)
E]812 = f MlMZ = 60
s
E1522 = .[ MlMZ = 54
Q)
Le systéme suivant est ainsi obtenu :
158 60 —6574
El EI | (X El |_ (0
60 54 <X2)+ 1626 | = (o)
EI EI El

= (0 e Cieze) = ()
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- {Xl =52,2kN
X, = —27,9kN

Sm

&—— 100 kN
(

repére global

9% 52,2 kN

27,9 kN

Ry +52,2—-100=0

o [Ry = 47,8kN

Ry —279-20=0

& [Ry = 47,9 kN

Lsx & |Ry = —136,3 kN.m|

L’équilibre des forces et des moments donne :

Y Ry —27,9%3 +100%2,5—-20%x1,5=0

Remarque :
Pour connaitre les diagrammes de sollicitations, il est possible de déterminer les diagrammes de
sollicitations pour les systemes 0, 1 et et 2 puis de les combiner tel que :

S=So+X1-S1+X,S, =Sy +522 S, —27,9-5,]

Cette combinaison est également valable pour le moment fléchissant, I'effort normal, I'effort

tranchant ou la fleche.
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4.11 Exercices

Exercice 8
Extrait de solution
Déterminer les fonctions représentatives ut'N SLBI— = “'"“11]
de VetdeM: WNSZIT— = "W
y
1000 N/m
—
|
1 2
x(m)= 0,00 3.00
Exercice 9

Extrait de solution

WN EE6— = “?“‘w}
weN 88S = T

Déterminer les fonctions représentatives
deVetdeM:

2000 N/m
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Exercice 10

Déterminer le moment maximal au niveau de la poutre 3-4.

5 kN/m
(D i L] (a) —

20 kN 20 kN

4m

o

dm
X =
=1,5m I
6m

4.12 Extraits d’annales

Exercice 11 : extrait des annales de novembre 2013

Partie I : Choix de résolution (3 pts)

Pour chacune des 3 structures suivantes, indiquez si possible :

Pour la méthode des forces :
e Les inconnues hyperstatiques
e Une structure isostatique associée
e La définition des équations a mettre en place

j;l?

<

Q(s) (s.) ()

E.I constants

1 1

5 e s

7;% Articulation %— Appui simple 7J7—Encastrement

—
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Exercice 12 : extrait des annales de décembre 2014

Partie I : Choix de résolution (3 pts)

Pour chacun des 3 problémes suivants, indiquez si possible :

Pour la méthode des forces :
e Les inconnues hyperstatiques
e Une structure isostatique associée
e La définition des équations a mettre en place
A P,

A h
A\ 4 y N v A4 y

7@_1 S EL 2 BEL >3 > EL 7§f
7é7— Articulation
L (_T EAL (J EAL
7@— Appui simple

<

y Yy
5 6
777~ XL 77 7J7— Encastrement
p
v h Jf v
(S,)
777 Yo
p
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413 Solutions

4.13.1 Solution 8
La structure est hyperstatique de degré 1.

« Supprimons » I'appui simple pour obtenir une structure isostatique associée et posons
Y1 la réaction d’appui au niveau de I'appui simple.

S = SO + Yl " Sl
Les diagrammes associés sont :
Structure So Structure S4 (force unitaire au niveau de Y1)
Moment fléchissant Moment fléchissant
M [N.m] , M [N.m]
1000 N/m 1N
Avec M,(x) = —500x2 + 3000x — 4500 Avec M;(x) = —x + 3
Effort tranChant Effort tranchant
VN]
v [N}
-3000 {
Avec V,(x) = 1000x — 3000 Avec V;(x) =1

Ensuite, si on néglige les déformations de I'effort tranchant et de I'effort normal devant
celles du moment fléchissant :

[ ] E1511 = J‘03 MlMldx = f03(—x + 3)2dx = 9
o Elby = f03 MoM,dx = f03(—500x2 + 3000x — 4500)(—x + 3)dx = —10125

Remarque :
Il aurait été possible d’utiliser les intégrales de Mohr comme dans I'exemple du cours.

Il convient de résoudre le systéme suivant : §;;xY; + 65, =0
© 9Y; —10125=0
&Y, =1125N

Puisque S =S, +Y; - S;

M(x) = My(x) + 1125M, (x) = |—500x% + 1875x — 1125|
V(x) = Vy(x) + 1125V, (x) = [1000x — 1875]

Alors {
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4.13.2 Solution 9
La structure est hyperstatique de degré 2.

« Supprimons » les appuis simples au niveau des nceuds 2 et 3 pour obtenir une
structure isostatique associée et posons Y2 et Y3 les réactions d’appui.

Structure So

2000 N/m
| |
] 2 3 4
x(m)=  0.00 2.00 £.00 6.00
Moment fléchissant Mg
D’aprés les annexes :
0<x<2 My(x) = 2667x
2<x<6 My(x) = —1000x? + 6667x — 4000

Structure S,

Moment fléchissant M
D’aprés les annexes :

0<x<2 M;(x) = —0,67x

2<x<6 M;(x) = 0,33x — 2
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Structure S,
1N
| |
1 2 3 4
x(ml)= 0,00 2.00 4.00 6.00
Moment fléchissant M,
D’aprés les annexes :
0<x<4 M,(x) = —0,33x
4<x<6 M,(x) = 0,67x — 4
En résumé :
Structure Sy Structure S Structure S,
O0<x<?2 My(x) = 2667x M;(x) = —0,67x M,(x) = —0,33x
2<x<4 | My(x) = —1000x2 + 6667x — 4000 | M;(x) = 0,33x —2 M,(x) = —0,33x
4<x<6 | My(x) = —1000x2 + 6667x — 4000 M;(x) = 0,33x — 2 M,(x) = 0,67x — 4

Ensuite, si on néglige les déformations de I'effort tranchant et de I'effort normal devant
celles du moment fléchissant :

6 2 6
El§;, = fMlMldx = f(—0,67x)2dx + f(0,33x — 2)%dx = 3,6275
0 0 2
6 4 6
El§y, = szMzdx = f(—0,33x)2dx + f(0,67x —4)2dx = 3,4674
0 0 4
6 2 4 6
El6;, = fMledx = f(—0,67x)(—0,33x)dx + f(0,33x —2)(—0,33x)dx + f(0,33x —2)(0,67x — 4)dx = 3,1192
0 0 2 1
6 2 6
El5y, = JMOMldX = J(2667x)(—0,67x)dx + f(—lOOOXZ + 6667x — 4000)( 0,33x — 2)dx = —21621
o 0 2
6

El8y, = f MoM,dx
0

2 4 6
= J-(2667x)( —0,33x)dx + f(—lOOOx2 + 6667x —4000)(—0,33x)dx + f(—lOOOx2 + 6667x —4000)(0,67x — 4)dx
0 2 4

= —22387

Remarque :
Il aurait été possible d’utiliser les intégrales de Mohr comme dans I'exemple du cours.

: \ s . . (611 512) <Y2> (601> )
Il convient de résoudre I'équation suivante : (512 5,,) \Y; + 8oy) = (O)
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(3,6275 3,1192)(Y2> (—21621)

= (o)

3,1192 3,4674/\Y; —22387
-1
o (Y2> _ (3,6275 3,1192) (21621) _ (1804 N)
Y3 3,1192 3,4674 22387 4833 N
Puisque
S=SO+Y2'51+Y3'SZ
Alors
M(x) = My(x) + 1804M, (x) + 4833M,(x)
Et puisque
dM (x)
Vix) =—
dx
La réponse est finalement :
O0<x<2 |M(x)=-137x
V(x) =137
2<x<4 | M(x) =—-1000x? + 5667x — 7608

V(x) = 2000x — 5667

4<x<6

M(x) = —1000x2 + 10500x — 26940
V(x) = 2000x — 10500

4.13.3 Solution 10

Calcul du degré d’hyperstaticité

Nombre d’inconnues

Nombre d’équations

Noeud Liaison

Eléments

R Nombre d’inconnues
concernés

1 Rotule

Extérieur

Poutre 1-2 2

2 encastrement

Poutre 1-2
Poutre 2-3
Poutre 2-5

2X3 =6

3 encastrement

Poutre 2-3
Poutre 3-4

4 encastrement

Poutre 3-4
Poutre 4-5

5 encastrement

Poutre 2-5
Poutre 4-5
Poutre 5-6

2X3 =6

6 Appui simple

Extérieur

Poutre 5-6 !

Total 21

Il'y a 6 poutres donc :

6X3 = 18 équations

Le degré d’hyperstaticité est égal a :

h=21-18=3

Puisqu’aucun mouvement n’est possible, la structure est hyperstatique de degré 3.
Structures isostatiques associées

Pour libérer 3 degrés de liberté, créons une coupure entre les forces ponctuelles (structure Sp).
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Puis au niveau de la coupure, il faut tenir compte de I'effort tranchant (structure S1), du moment
fléchissant (structure Sy) et de I'effort normal (structure Ss3) qui existent dans la structure initiale.

Structure Sg

5 kN/m

EEEEEEN

20 kN 20 kN

_—

p 3 3¢ 3¢

Structure S+

®) @

Structure S,

1kN.m 1kN.m

—€

L)
Ly

Structure S;

N
Y
x




Boris TEDOLDI Calcul Structure Batiment i_ Page
RDM - ENTPE 2¢™ année http://www.csb.bet 97/197
Moment fléchissant
Structure Sg Structure S
52,5 3
30 30 o
3 4 L4 )
30 30 3 3 e -3
2his Shig ) 3
2bis
5 o 0 5 =, 7 :
-30 30 2 | -Sl?is (5
-3
1) 3 :
K 1 3 6

Poutre 1-2 et 5-6 : My(x) =0
Poutre 2-3 et 4-5 : My(x) = 30

—30+ 20x pour 0 <x < 1,5

Poutre 2-2bis : M, (x) ={ 0 o L5 < x <3

0 pour0 <x<1,5

Poutre 5bis-5: My (x) = {—ZOx +30pour1,5<x <3

Poutre 3-4 : My(x) = —2,5x? + 15x + 30

Poutre 1-2 et 5-6 : M;(x) =0
Poutre 2-3 : M;(x) = 3

Poutre 4-5 : M;(x) = —3
Poutre 2-2bis : M;(x) = -3+ x
Poutre 5bis-5: M;(x) = x

Poutre 3-4 : M;(x) =3 —x

Structure S;

Poutre 1-2 et 5-6 : M,(x) =0
Poutre 2-3 : M,(x) = —1
Poutre 4-5: M,(x) = —1
Poutre 2-2bis : M,(x) =1

Poutre 5bis-5: M,(x) =1

Poutre 3-4 : M,(x) = —1

Structure S;

4 kN.m

4 kN.m
(3) a
4 kN.m Ea v =
2bis Sbis
(2)Tokn.m 0kN.m|[\2/
1 )% x| 6

Poutre 1-2 et 5-6 : M5(x) =0
Poutre 2-3 : M5(x) = x
Poutre 4-5 : M5(x) =4 — x
Poutre 2-2bis : M5(x) =0
Poutre 5bis-5: M5(x) =0

Poutre 3-4 : M5(x) = 4
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Résultats des intégrales [ M; M;

Poutres EI&;; EIs,, EIS33 EIS,; EIS;3 EI8y; ElSy  ElSy,  El8y3
1-2 0 0 0 0 0 0 0 0 0
2-3 36 4 21,33 -12 24 -8 360 -120 240
34 18 6 96 0 0 -24 0 -270 1080
4-5 36 4 21,33 12 -24 -8 -360 -120 240
5-6 0 0 0 0 0 0 0 0 0

2-2bis 9 3 0 -4,5 0 0 56,25 -22,5 0
5-5bis 9 3 0 4,5 0 0 -56,25  -22,5 0
total 108 20 138,67 0 0 -40 0 -555 1560

En posant que :
S:SO +X1'51+X2'32 +X3'S3

Il vient que :

108 O 0 X, 0 0
EI( 0 20 —40 ><X2> + (—555> = (0)

0 —40 138,67/ \X; 1560 0

X, 72 0 0 \'/ o0 0
= <X2> = ( 0 20 —40 > ( 555 > = (12,41)

X5 0 —-40 138,67 —1560 -7,67
Au final, au niveau de la poutre 3-4, le moment est égal a :
M(x) = My(x) + 12,41 - My(x) — 7,67M5(x)

—2,5x% +15x + 30 + 12,41x(—1) — 7,67x4
—2,5x% 4+ 15x — 13,09

Le moment maximal est au niveau du centre de la poutre, donc :
M(x = 3m) = —2,5x32? + 15x3 — 13,09 = (9,41 kN.m
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4.13.4 Solution 11

Structure S

4

mouvement
possible

Structure S,

74
5
3
3
3x2=6 —OF 2

2 4

3 nombre d'équations

nombre d'inconnues

1

12 inconnues
9 équations
H=3

Puisqu’aucun mouvement n’est possible,
structure est hyperstatique de degre 3.

On peut par exemple libérer

Il existe une possibilité de mouvement a cause des rotules,
donc la structure est hypostatique. La méthode des forces ne
s’applique donc pas.

la

e la rotule en 1 (le nceud 1 devient une

extrémité libre)

o le déplacement horizontal en 4 (le nceud 4

devient alors un appui simple).
Les inconnues hyperstatiques sont donc :
Y1, X1 et X4

Les équations sont de type cinématique puisque :

U1=V1=X4=0
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La structure
isostatique So2 S S22 Ss2
associée est
E53 ES3 Ej3, Ej3»

R ar- A

w =

Le chargement initial 1
est conservé.

Avec :
Sy = S0 + V1512 + X1S22 + X453,
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Structure S3

3
7

@ ok

3

1

13 inconnues
9 équations
H=4

Puisqu’aucun

mouvement n’est

possible, la

3x2=6 W‘i

3 nombre d'équations

structure est hyperstatique de degre 4.

nombre d'inconnues

Frra
3
—4434 On peut par exemple libérer
Y, e Jl'encastrement en 1 (le nceud 1 devient
AN une extrémité libre)
e ['appui simple en 4 (le nceud 4 devient une
4 T
2 extrémité libre).
Les inconnues hyperstatiques sont donc :
Y1, X1, M1 et Y4.
Les équations sont de type cinématique puisque :
M {U1=V1=V4=0
| ‘Q‘l = 0
7779 Xl
La structure
isostatique  So3 Si3 S2;3 S33 Sa3
associée est
773 ~kls 7 LLL L
3 3 3 3 3
1
o |1
3 4 2 4 3 4 2 ) 4
|
| 1 1 1
a —1 NN
Le chargement| 1 1
initial est
conserve.
Avec:

S3 =803 + V15132 + X1553 + M1S33 + V45,3
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4.13.5 Solution 12

Structure S;

1 3 5 3 6 3 2 21 inconnues
7@1 2 3 7;3:‘ 15 équations
3 3 H=6
Puisqu’aucun mouvement n’est possible, la
3(s 316 structure est hyperstatique de degré 6.
za 7

nombre d'équations
nombre d'inconnues

On peut par exemple libérer

o L’encastrement en 5 (le nceud 5 devient une extrémité libre)
e L’encastrement en 6 (le nceud 6 devient alors une extrémité libre).

Les inconnues hyperstatiques sont donc :
Xs, Y5, Ms, X5, Y6 et M.
Les équations sont de type cinématique puisque :

{U5=V5=U6=V6=0
QS=Q6=O

La structure isostatique So 1 associée est

y ¥ U
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Structure S,

1 3 1 12 inconnues
ﬁ 2 2 7% 9 equations
H=3
3 3
Puisqu’aucun mouvement n’est possible, la
3 3 structure est hyperstatique de degré 3.

nombre d'équations
nombre d'inconnues

On peut par exemple libérer

e Larotation en 5 (le nceud 5 devient une rotule)
o Le déplacement vertical en 1 (le nceud 1 devient alors une extrémité libre)
o Le déplacement vertical en 4 (le nceud 4 devient alors une extrémité libre)

Les inconnues hyperstatiques sont donc : Ms, Y1 et Y4

V1:V4_:0

Les équations sont de type cinématique puisque : { 0 =0
5=

La structure isostatique Sy 2 associée est

|y
v 'y

e

Structure S;

7@ 7@_ Il existe une possibilit¢é de mouvement a
cause des rotules, donc la structure est
hypostatique. La méthode des forces ne
s’applique donc pas.
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5. Méthode des trois moments

5.1 Domaine d’application

e Poutre droite continue

Appuis simples (trois ou plus) fixes horizontalement (les déplacements verticaux
différentiels sont autorisés)

Inertie constante pour chaque travée

Module de Young constant pour chaque travée
Déformations d’effort tranchant négligées

Pas d’effort normal

5.2 Résultats de la méthode

La poutre est composée de (n+1) sommets,

A b
55 8 5 & B B

La méthode des trois moments permet d’obtenir les moments fléchissants au niveau des appuis.

A l'appui , le moment est noté par la suite : M.

Les réactions d’appuis sont calculées a partir de la différence d’effort tranchant de part et d’autre

des appuis.
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5.3 Meéthode
a) Nommer les appuis [0], [1], ...[n].

Les étapes b, c et d doivent étre répétées pour les appuis [1]a[n — 1].

b) Pour l'appui[i] tel que[i] € [1; n—1]

La travée comprise entre les appuis a [i] et la travée comprise entre les appuis [i] &
sont isolées et sont prises chacune comme étant une poutre isostatique bi-appuyée.
Le chargement est conservé.

Iir
I E
E.

= ]Jrl ] A J,ll\lliﬂ
e e

Li Li+1

i+1

c) Détermination des rotations a 'aide du formulaire des poutres bi-appuyées.
Nota: en cas de chargement plus complexe, il est possible d'utiliser le principe de
superposition.

d) Ultilisation de la relation de la méthode des trois moments :

Cas général : les nceuds ont des déplacements verticaux différentiels et El varie d’'une

travée a une autre.

L; L; Litq
ZEAY i
6Ed; T \GE L T 6Bl

i-1~ Vi UViy1— 7V
L; Liyq

Litq
6Ei+1lit1

M o " v
i+1 = Wipg — @ +

Simplification 1 : les nceuds ont des déplacements verticaux différentiels et El est constant
le long de la poutre.

i Vi1 Vi — 17i+1]

I nw, Y
LiMi—l + Z(Ll + Li+1)Mi + Li+1Mi+1 = 6FI [wi+1 - W; +
L Liyq

Simplification 2 : les nceuds sont fixes et El est constant le long de la poutre.

|LiM;_y + 2(L; + Liy)M; + Liza My = 6El[w],, — o}']|

On obtient I'équation [i].
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e) Puisque les appuis @ a [n] sont des extrémités non encastrées, il vient que :

{M():O
M, =0

f) Ainsi, un systéme de (n-1) équations et (n-1) inconnues est obtenu. Sa résolution permet

d’obtenir les moments au niveau de chaque appui.

5.4  Cas particulier d’'un (ou deux) encastrement(s) a une (aux) extrémité(s)

lllustration

Soit la poutre a deux travées (le chargement n’est pas représenté):

- encastrée a gauche
- delongueurs L et de caractéristique El

/ .
/ﬂ EiL A Ei L A

Pour s’approcher du comportement de I'encastrement, il suffit d’utiliser la méme méthode aprés
avoir ajouté une travée a gauche ayant pour caractéristiques :

- une longueur L

- Le produit entre le moment d’inertie et le module de Young tendant vers l'infini (par
exemple (EI)?°

- Aucun chargement

A A 4 .
(E°L — EiL Bl

5.5 Exemple

100 kN/m

wlml= 0.00 2. 00 4.00 b. 00

Données :
Inertie : 1440 mm*
Module de Young : 10 000 MPa

Déterminer les moments au niveau de chaque appui.

Solution
Numérotation des appuis
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Au niveau de I'appui 1, la travée de droite et |la travée de gauche sont prises isotatiques.
Les rotations w'’'; et w’, sont calculées a partir du formulaire des poutres « bi-appuyées ».

Travée de gauche isostatique Travée de droite isostatique
0 ) : 1 1 2
100 kN/m . 100 kN/m
S e s ===
| | | |
Aw)= 0,00 2,00 (m) 2.00 £.00
, _ pl , _ pbP®
©1T 4E] @2 = To4E]
B 100.103x23 2314 B 100.103x23 2314
T 24x10000.106x1440.10-12 T 24%10000.106x1440.10-12 ~

Donc il vient que :
2XMy + 2X(2 + 2)XM; + 2XxM, = 6x10000.10°x1440.10712x(—2314 — 2314)

Avec Mo = 0 N.m (extrémité non encastrée), 'équation devient :
8-M, +2-M, ~—400000

En remarquant la symétrie du probléme, il n’est pas nécéssaire de faire I'équation de I'appui 2
puisqu’il vient de suite que : M, = M; et donc :

M, = M, ~ —40000 N.m < [=40 kN.m
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5.6 Exercices

Exercice 13

«(m)= 0,00 23.00  33.0039.00 £2.00 89.00

El est constant le long de la poutre
Chargement réparti :

- De0a23m:33kN/m
- De23a62m: 36 kN/m
- De62a89m:31kN/m

Chargement ponctuel 8 33 m et 39 m : 200 kN
Déterminer

- les moments aux points d’abscisse 23m et 63 m
- Déterminer puis tracer les diagrammes de sollicitations
- Calculer les réactions d’appuis

Exercice 14
-]

4]
W

«(m)=  0.00 12. 00 24.00
El est constant le long de la poutre

Chargement réparti : 20 kN/m

Déterminer

- les moments sur appuis
- Deéterminer puis tracer les diagrammes de sollicitations
- Calculer les réactions d’appuis
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Exercice 15

1 !
wlml= 0.00 5.00 12. 00

El est constant le long de la poutre
Chargement réparti : 10 kN/mde 0 a6 m
Déterminer

- les moments sur appuis
- Deéterminer puis tracer les diagrammes de sollicitations
- Calculer les réactions d’appuis

Exercice 16

4

1 2 ]
1= 0.00 12. 00 24,00

(e d

El est constant le long de la poutre
Chargement réparti :

- De0a12m:80kN/m
- De12a24 m:30kN/m

Déterminer
- les moments sur appuis
- Deéterminer puis tracer les diagrammes de sollicitations
- Calculer les réactions d’appuis
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Déterminer

El est constant le long de la poutre

- les moments sur appuis
- Déterminer puis tracer les diagrammes de sollicitations
- Calculer les réactions d’appuis

Exercice 17
120 kN
8 kN/m
.“3-..
| |
1 2 3
xlm)= 0.00 4,00 8.00 20,00
El est constant le long de la poutre
Déterminer
- les moments sur appuis
- Deéterminer puis tracer les diagrammes de sollicitations
- Calculer les réactions d’appuis
Exercice 18
Y
100 kN
10 kN/m
[ | —
| | |
1 2 3 5
x(m)=  0.00 2.00 4.00 12.00 18.00
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Exercice 19

Déterminer

300 kN

xlml= 0.00 5.00

- les moments sur appuis
- Deéterminer puis tracer les diagrammes de sollicitations
- Calculer les réactions d’appuis

10. 00 20.00

El est constant le long de la poutre

30.00

Exercice 20
Y

10 kN/m

|
1
xlml)= 0.00

| varie en fonction de x :

- De0Oa3m:lp
- De3a7m:2lg

Déterminer

E est constant le long de la poutre

- De7a11m:2l
- De11a14m: 1,5l

- les moments sur appuis
- Déterminer V(x) et M(x)
- Calculer les réactions d’appuis

10 kN/m

¥ y . ]
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Exercice 21

M 4

5 kN/m

1 2 3 4
x {ml)= 0.00 4.00 10.00 15.00

El est constant le long de la poutre

Déterminer
- les moments sur appuis
- Déterminer puis tracer les diagrammes de sollicitations
- Calculer les réactions d’appuis

Exercice 22
Y

1 2 3
«Umd= 0,00 3.00 6.00
E =200 000 MPa
| =78 cm?

Les deux appuis 1 et 3 restent fixes et I'appui 2 s’affaisse de 10 cm, déterminer :
- les moments sur appuis
- Déterminer M(x) et V(x)
- Calculer les réactions d’appuis
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5.7 Extraits d’annales

Exercice 23 : extrait des annales de novembre 2013

Partie II : Méthode des forces (7 pts)

vlr v v \ 4 v y vlr 2 Jr

E,LoL E,LL E,LL E,LoL

Déterminer o pour avoir M, =M,

Pour C(=1/\/g :
e Tracer V(x) et M(x)

e Est-ce la valeur de o pour avoir un moment fléchissant minimum en valeur absolue
dans la structure ?

e Déterminer la fleche maximum (on pourra admettre que les fleches et rotations sont
toutes nulles au niveau de tous les appuis, on étudiera la console et la travée 1)

Déterminer o0 maximum pour ne pas avoir de risque de soulevement a ’appui 1

Exercice 24 : extrait des annales de décembre 2014
Partie Il : Méthode des forces (formule des 3 moments) (7 pts)

Déterminer les sollicitations du probléme suivant : (cas p) Doc. Réponse

Jky p
y v L v L y v

0 E,I 1 — é; 3
3xL

T~ -~

Déterminer les sollicitations dues a une dénivellation des appuis 1 et 2 : (cas &) Doc. Réponse
y

ecozzoooo- I I;)Z(_TE} __________
P 7@ 1 El 7@2

En déduire les réactions d’appui sous la combinaison (cas p) + (cas 0)

Déterminer la valeur minimum &_. pour laquelle les moments fléchissants sont toujours

min
positifs sous la combinaison (cas p) + (cas d)

Tracer les sollicitations correspondantes : (cas p) + (cas O,_. )Doc. Réponse

min

Les réactions d’appuis sont-elles toujours vers le haut ?
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5P

5.8 Solutions
5.8.1 Solution 13

Numérotation des nceuds

A

A

0 1
Travée 0-1

L=23m w _PL
{p = 33000 N/m = Elw”; = EY i 16729625
Travée 1-2

Force ponctuelle 1

Force ponctuelle 2

Force répartie

{ L=23m L=23m L=23m
F =200000N F =200000N N
a=10m a=16m p_SBOOOE
Fa Fa —pl3
Elw'y = —— (L — a)(2L — Elw'y = —— (L —a)(2L — S
W'y o L—a) a) W'z o L—a) a) |Elw', = o4 = —88978500
= —16854700 = —19500855
Fa Fa "o
EI(J)HZ — _(LZ _ aZ) EI(,()HZ — _(LZ _ aZ) EI(I) 2 = 88978500
6L 6L
= 12145299 = 17299145
Donc
Elw', = —125334055
Elw', = 118422944
Travée 2-3
L=27m _ 73
= Elw's = = —25423875

— 310002
p= m

24
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L, =23m
Formule des 3 moments {L, = 39m
Ly=27m
Appui 1 :
125334055 16729625
2(23 + 39)M; + 39M, = 6E] (— 2221 172055

= 124M; + 39M, = —852382080

Appui 2 :
39M, + 2(39 + 27)M, = 6EI (_ 254}2;875 _ 1184-;1294.4)

= 39M; + 132M, = —863080914

Résolution de I'équation

(124 39 ) (M1) _ (—852382080)
39 132/ \M, —863080914
{Ml = —5311125 N.m < —5311 kN.m

= M, = —4969296 N.m & —4969 kN.m

Travée 0-1:0<x<23m

My =0kN.m
M, = —5311kN.m

% (23 — x) = 379,5x — 16,5x>

Miso(x) =
Travée 1-2:23 <x<62m

M, = —5311 kN.m
L=39m

En posant X = x — 23

Mz, (X) est égal a la somme des 3 chargements élémentaires :

= M(x) = —16,5x2 + 148,59x

Force ponctuelle 1

Force ponctuelle 2

Force répartie

(X=10m) (X=16m)
0<X<10m 148,7X 117,9X 702X — 18X?
10<X<16m —51,3X + 2000 117,9X 702X — 18X?
16 <X <39m —51,3X + 2000 —82,1X + 3200 702X — 18X?

En sommant les 3 chargements et en remplagant X par x — 23 :

23<x<33m

M;s,(x) = —18x% + 1796,6x — 31800

33<x<39m

Mo (%) = —18x2 + 1596,6x — 25200

39<x<62m

M;e,(x) = —18x2% + 1396,6x — 17400
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De plus,

M(X) = Moo ) + M,

9-X X
9K X

39 39

39 —x+23 x — 23
= M(x) = My, (x) — 5311 (—) - 4969( )

= Mz, (x) + 8,8x — 5513

39

Au final, sur la travée 1-2 :

23<x<33m

M(x) = —18x% + 1805,4x — 37313

33<x<39m

M(x) = —18x% + 1605,4x — 30713

39<x<62m

M(x) = —18x? + 1405,4x — 22913

Travée 2-3:62 < x<89m

M, = —4969 kN.m
M; = 0kN.m
L=27m

En posant X' = x — 62
M;,(X") = 418,5X' — 15,5X"2

Donc M, (x) = —15,5x2 + 2340,5x — 85529

Ensuite,

27 - X'
M(X,) :MlSO(X,)-l_MZ( 27 >

27—x+62>

= M(x) = My, (x) — 4969( ~

Au final :

0<x<23m = M(x) =—-16,5x? + 148,59x
23<x<33m = M(x) =—-18x?% + 1805,4x — 37313
33<x<39m = M(x) = —-18x% + 1605,4x — 30713
39<x<62m = M(x) = —18x?% + 1405,4x — 22913
62 <x<89m = M(x) =—155x2%+ 2524,5x — 101908

= —15,5x2 + 2524,5x — 101908
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Pour le calcul de V(x), on utilise V(x) = —‘;—Z

{0<x<23m = V(x) = 33x — 148,59
23<x<33m = V(x)=36x—1805,4
33<x<39m = V(x) =36x —1605,4
l39 <x<62m = V(x) =36x —1405,4
62<x<89m = V(x) =31x — 2524,5

Les réactions d’appuis correspondent au « saut » d’effort tranchant au niveau de I'appui
considéré :

Ry =—V(0%) = [Ry = 148,6 kN|

{ V(237) =33%x23 — 148,59 = 610,4 kN
V(23*%) = 36x23 —1805,4 = —977,4 kN

=R, =V(237)—V(23*") > [R, = 1587,8 kN
1 1

{ V(627) =36%x62 —1405,4 = 826,6 kN
V(62%) = 31x62 — 2524,5 = —602,5 kN

=R, =V(627) = V(62*) = |R, = 1429,1 kN |

Ry =V(897) = |R; = 234,5kN
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5.8.2 Solution 14
& = @ @
o Mwu\e’t;@rn des meeuda S Za) %
P ’Y\M@
3
Biw? o 20502 4405 « = Bin’
1 24 -

Pre My = My =0 , ik wienk que

\
2 (124 12) M, - ¢ (~14c0 - 160
:=-.) [M4: “—3(0 er-ﬁT\

o oo 01 Ma)e M (=) + M=

20 2
WD /MAA&(“) = "_)_C\;’_%i = 285;. = 120& -—’/OAEZ
2

Yod [M(x) = 102 + 302

W V(ec)z -Sl.g%) = V(ec)—.; 204 -~ 90
.E«Aﬁw&&e, dk M )aMAaﬂpJ&@/dfm %
&V@Mfﬁs’f&@/ww»}uﬁ&,&wﬁ%wg
fronée 12 pes i P % olia?qomm dea sollicilolions .
o réoliomd oppui

5 . R u: q\/(f?) 5 [RO:Rz-;SOQN

o 2
R0+P\4+ Rz_ - Q.L}: => LP\’I:BOOB‘N
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5.8.3 Solution 15

-NWM% der mauds @YL eyt @
A O
Z ( v ( Ny
= 7S /
@ N&MCI/} .
Eiea? 10 x € _ 30
1 24
Fiw' = O
9

2(6+6)M =6 [0-90] o |M, 22,5 Bl
. Tnonée O-1: /M(BE’J:/”. (ac>+/" 24

cwcr_.(/v‘- (ae ,_/.’9,’95 (*&
( } )IM(Q’-) &-5.&, +2€25.ge,
/‘44— -22 g

—-L_’\M’ZZ:%WX -6
m(x) = Moy () =y (E5)

Il‘r ) .
M - =225 2N m
1 /

9 M(a:) = 3,752 -45

. Effort Fronchont Ve )= - 2&)
>’ J(MO 1: Vie)= 108 —2{/2':‘{

Thonde 1-) : V() ="375
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’ WMQ\/W

¥
'P\D:—V(O) =) RO:QQQS‘QN

!

V(6-) < 10<6-2625=33,75

‘JU/((*): ~ 5,28 9 R,=3375-(-375)

E)B/f :3;/5&/\/

R e V(12) 5 R = -3/?'5@;%
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5.8.4 Solution 16

o ® @ @
,Wmaumm o -
e Neewd 1. B o _ 80x12° _ 5760
— 1 24
Eiw’ = =30’ _ =260
2 24
/"chk"o= My=0

5 2x(12442)<My = § (-2160-57%60)

:){M,! . “99oﬂh/,,m’

. Tande 0-1 : M), (<) + M5

£
arce My () = 805 (12-2)

:_7 (/V\(m) - h(0m2+ 39-2,594

. \/(0._) " _%\/g = )I/fae): 30 & —399/9J

v Donde 42 - M(X) < M (X) + M, (_127—5_5
wee | X = -6
P o (X ) = 22X (12-X)
5 M(X)= ~15x°+2625x-990
=) [M(a) < ~1542+442 Sa ~3105]
=) [V(e) = 30e -4425
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o%d/oia(}u{
R :-—\/(0) => RO:.B?';/gQA/J

(‘;\/(42"): 30412 -397,5 =562,58N
l(\/(flz"*) _ 3010 —4425 = —82, 58N
5 R, - 562,5-(-925)

5 [R,- 645 RY)

/

R, = V(25) = 30x24- 4425

3[R, = 2775 £N]
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5.8.5 Solution 17

P - D) @
« Numbrolodion des meends = g?

vme?M-d/i’:

T e, q (.2 +2) = 680
Fiot, = 2ol (57-42)

i) - -8x12 _ _57&
72 24

A/N-C /”o=/"2: O
2(3+42)/n4= 5(—5?6—(30>
- | M, = ~153,4 &N. m

. Thowee 04 : /n{ﬂc):: /H&(&).’—MJ’ x_%e__

OLued Gm M, (a): ’L&J_%jgg;

Jne) = 480 -75,34

B(U/JLTMZ V(¢) = -—Q%%ff_) :

O<ee<dm  Vie)= _40/2,
GLa <LBm - \/(Q';) = 79,2
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OM/’-Z

Bden.o X:A:,—B

MX)e M (X )42, (”Z:Xf)

2
Ame M, (X)= X(//z—x)

5 M(X)=-9X*+61,2 X-1584

=) /Vl(ec) T 125 24 - 904" |
S [\/(ee, = 3 —125,9]

o Pérs(/@w-b o\/chﬂsuj
R = =V(0) 9 [R,=40,2kN|
V(3-) = 79,2
V(3*) = 8x8-1252 = -61,2

9 R,=792~(-6%2) 5[R, =140 4 b

R, =V(20) = 8x20-125,2 5[R, = 37,3
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5.8.6 Solution 18

 Namindloign dey vannds 2 = ZC?
s Exchdamile’ mor on conlnel. => /‘40 = M3 = O
Neud 1 &

@ J,J_iii,ﬂ_

Ei ” _ 100 x 2(4?.2?) Eiwr - 10x4’
R 4 Y-
= 100 ~ 26,67
3
Bind o 0088 | 5453
24 ¥

- 2(@3),44 + 3N = 6,&(-273/33_425/(;)

2
:> 2’4/41/1 +5M2 = *‘*.20(0
. Newd 2
. A : f_
Erw2 e— £ cuz_ 27}/33
Eiw/ o ~10x6% _~90
) 24

3 $Mx 2(346)n, <& (-90-213)
:> 3/,44 i ngl o s BETD
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N ow
[ d )M | ~2060
1 !‘\“ B i
\8 23} MZ/ —'/320/
5 M = —70 CAT
M, = -5 RN,MJ
] M 0'1
/Vl (n:) = (ﬁ: ) + /"l e
4
oo (=) L L1 L (]
100« 2 & Q0% [ o
oL wl 7 "4 , 5 (( )
1002 [ 1 - 2 108 (-
24@&( ( () 2 (4 “)
Deme | [O<al 20 M(e)=525e- 5k’
%2 La £ & M(n:) = *gmz-ﬁ’ﬁx—rzﬂo

; _d-(ec AKX m ;
P V(e | = = $2&) iR it que

4040542 . Vie) =102 —92,94

2L el _V(ec): 104 4—49/
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s Tosde T 5 Bawe Xep-4

m(x)= M, (X‘)+M1<?13;§>+ml,<.>£_

3
10X /9 v
" o (X) = 1% (3-x)

9 M (X)=-5x*+43 25 x-70

7
=) /Vt(a)s —S& +83,1250 -322,5

9 Vi) = 10a —33/425‘]

sTowie 3-3 Boore X7l w12

M(x7)= /Vl@&(x)>+/4?_ (é:(_{?f))

M e (K1 ] @i&’(é—x)

:) /VI(K}) — “‘SX2+3?/§X"‘(5
> M (=)= —5al+ 15755 1275
3 u/(m): 10e - 157,5

o @e@(/@m 0\(0‘[[?“10 _
R, = ~V(0o} = [R,=525kEN
0
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-

,/\/(4_): /IOK(-rqig
'J(\/(qk\ = 402((,23/729“

R, = V(€)-

V(@ﬂf>k4:1%x€32N

(V(127) = 10xI2- 33125

’ JL\/(/IZ *_) = 10x12 _19?/6

:) RZCV(/’Z_)_\/(“-;»):) RZ:PG/B(‘E-N]

. R}: \/(73%/

b=

. [RB:ZQSQW
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5.8.7 Solution 19

. N“Mef/\e‘t-o.fm des @IS ©

® o
A 7A) D %
oNEPJ*A 1 s Eita? _ 300xS (/402_95-7) < 1826
bxlo '
w) =0
=) 2(40-:—70)/‘11 a5 40/'12 = 6)(@”'?9\

/
9 dGom + oM - -11250 &)
e Mewd 9. : w” sw! 20

9 10m, +2(104 fo|M,=0

—
=

) 10M, +GOM <O (3 +)

¢ A s mlbo
:
(*) . @-#:) & <0 10\ [M ) )

/—'Ifzso\
10 Go /| ™ ( o
& (M}:— - 300 BN,
My = 75 Bl.a
. B OO .
M(R) = M'iae- (ﬁc) +M1%
Anec ,
{O<&<9m : Mpe (= )2 300x52 - 4504
o
5

< L C’/Om:/”@(q)= 300G [ ]~ 4

A\
70)

= 1500 -150 2
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h/ \
&N
HO(QZ? :M(Q)::’I.ZOAL
S5Lael10: Ma) = 1500 - (302

biaque Via) = 41

> Hoaxag V(e )=420
>0 V(K): 130
v Bkt B EanrX- - 10
M(X) = M Jow (40 g
Orec /Aw(%)ro
Oore. M(X): 375X =300
M(a) = 32,54 -675]

. g«)&-—@-@ E\[D@:MX/-—,&. 20
M(x!) = Myy (X) +m, (10~ x>

10

wec M, (X)=
:3 M()(}):: ?9-?/5><)
? M(K) = 125 -7,54

JUOE




Boris TEDOLDI Calcul Structure Batiment i_ 9
RDM - ENTPE 2¢™ année http://www.csb.bet (:’eb

Page
131/197

/w/@mo\/oﬁg%;
Ry==V(o) 5 LRO: 4203/\//

(V/10-). 14
%/ ) B => R/f V(’M“)*\/(/]g-})

V (104)=-335

3[R < 277,5 R

V(207)= -325

[ﬁ = - {SEN]

R,= V()9 [R 75N
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5.8.8 Solution 20
. {%U\d/z /F/ MO:O
w” — 10¢3° sHLiS
24 % EIO EL,
6! --20x4  "26,67
Z(xQEIo EIO
2 ( 3 g &
=+ = \M L & M M %6
‘ :
6Ex,  6x2Er, ) 17 g o = =
9 1,674 + 033m, - 339
o Newd 2 - w!, < 20 x ¢ 266
24 ¢ 2ET_ ET
w! _-10x43
3T S m4d,03
(s}
4 4+z'4 . no, 4 3:440
6x 2ET_ 6x2ET, 6x2ET_| * 6L ET

o 1 G
=) 033m, + 133 oM - qO}

o Mod3; [w” - ! _ 133

L
. z BT

(, M = ;/'?Liz,

6><2E1‘ 2 KZEI 6&’195:1; = ET,

% ofssm?l +1,33 M3 —_—~—’15,39I
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/1,62 033 0 / M 4\"\ /37,92
, |
033 133 93 |[% )< g
\ O g1 3 (”"3 13,33
o |4, = - 17,830 .,
/

1

M, .
) =

|
|

24,68 AN, »

My= =390 N,

My =

—
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5.8.9 Solution 21
o B ni cewF)E &EKWMOW/@T oae«JE m,:a&

g«}fm oner E}%‘MF@M 2«0«1 °F"° Feun & rok kB
srclive. of are (%@m lidiwe & 1 m
O TP @ ® @
FaY N FaN PAS
Gom 6w Sm 1 m

ET-4 Ei-1 Ei=1 Eiet®
—Con £ red

A o oyl On fflic do
Mre. Lompane pou W/%.

. M@@ : LW%A& /EP(?AAQ, 8 228 o
c

See v

T A KM §m

LT Y, & —d Ty
= <=
5

.M(a) -!—SQ_K%:O =) {/‘1(&); -—Z/SA’.ﬂ

\/(65,\} ugk =0 =) V(Q): 5&’9}

M’!: M(&:(ﬂm) =) L/V(,z: ='40 gNﬂh

f "
’ h@&&c‘@ ()Jl:: 60]3:0 e}'/“'!:-qo
En, +2(6+9)m2 +SM =0

m) 22/“2- -+ 9/"13 — 24@
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v Neud3 w” G"O er/"q-:O

L M 2/__,5, 1 \ =
Ex1  * . \6;(4 +6<402°)M3

:) 5/"2,. +’/OM :O}

3
. (22 5\ /M, 2_40\\
5 /lo)/”} "o )
/”3: —(/7§£Nm

» Bk OO Bn posont X = a- 4
A(X) =M (X)-t*/",l (
e Mg (X)= 0 =) m(x)= 3/?732(-60

=[m (2)= 5 715 -7,
o) | Vi) = - 8,718

>(




Boris TEDOLDI

Calcul Structure Batiment
RDM - ENTPE 2¢™ année http://www.csb.bet

136/197

Page

%ﬁ_@@= E»Feawx’_—m-m
w (x] =0

0\9—~; M (x )_ 3"‘) P S X7

5 5

5 Mm(x!)=1231-3,692x7

5 [M(e )= 99,23 -36%24

:\) \/(G’—) = .3/ 532

- pﬁa\(/ﬁmdrorfw
V(€)= 2000 R V)V (%)
\/(44’) :“3/77’/8 bN

;)JRFZS,?M_N]

{\/{40-) = 3,718 R

V(10%) = 3692

i\

= LRZ = <12,41AN

R3 = V(’Ignn) =

) lRB: 3_/692 BN
My = M15m) ‘7[”‘3: -6,15 I&N.MI

) = ‘/(’Io')- VMO*)
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5.8.10 Solution 22
-,\&ud@:{/‘\o < /“q (caoké»i/@m M@o\)

e
Co - Cu” =
5 &)

1

: M =6 b 78 [ 91 91
3 2(/3+3)M1 x 200000.10 Kﬁ/f‘L 3 )

100

::) /'44: 5200 Um]

3

.Bulfe(@@: M(@):/’”%(&>*/‘44£

Mip (=)= 0 S Mla)= 1733

3 (\/(ac)z-/l?}B}

Bk DO
b ayprilie e npppr a0
-:.) J/M(K,) :_4?333. + 4040@
. Pefo(/}m O\/O\}]l)Mig
> R, =~V (o) 5 (R < 1733V]
d |[R,y=123N|

V(34 = 1733
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5.8.11 Solution 23

A Rl M=o

.&AM&/M@:M@

) ©
Sl 7
?TL
= {/ Tm
= — "o
AL -
2
2
AL .?{}: ol 7 = /VL = _ O(__é
m@ il - 9 / @ _&2

/L3

— 4 ‘ - L2
() /’4@+ 2/’1@ 4_52 =

2,2 2
5 Ma= BE - gk
£

9
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-Cevfsw\eowmf O(Q,&_E_\
5 \Pg
LLLLLILL ’I‘\{\m F\; ’F\(
L T, ey up
& . v 4—?
-
/‘/ 7

:\ ) .
‘ ?M*P’%:O /"1

cok Q@ ~’=~4a<z_/4+_4_,)

ié | w
B [ = a-—-\%
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/v )
NV(X)z0 & KZ“ZL‘
[y 2
— - /'/1 IIIIIK"_-}:'- ) = L -
=) me 2—/ £4
A L@ , on Ao g
(
B comlle M%%‘T% [DM no.zopgx}’at @,
( :
{%\Cﬁ*\/‘ﬂé VWMW PoA /‘og.w o D
{ (L
Done.
M /n 2 .
74
@ & //H\\ @ //A ﬁ M\"\ @ O
/,--'// \ r \ | /,/ —
hY /
\);I/ . \‘;)/ \\ /
Vn 1 L
L . P& _~ plL
2= 4 L E=
ars ,/ 2 = 1 &
¢ i 4 il . ; >
\ > i ' ~ ' s -
ra - : /
T il -
kS — e
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=

Em remenquont g M, e ou miveou deo o
2
of que [ M () - PIL et il 4

ol & 2 T
/4@ (c:l) g G e ___éi QJMMM

/"\HH[{T@I

.&wéﬂ“@@rﬁb
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/
B/O\F@n " Ererce ?6('95;

| =0 0072[31_4+o G032 AL. + R =0

0 O473PL3+A O

(
B
B Z( 0,0113pL>

s 0/003( L4

(%/(DC):54IE>LST
El

CL l i =

@ZL oin ©-@ M(X):: “_/’f--\/éxz—o/LX-f
2

(Eidx)= L (23 - 3LKZLPX 4 @
. (i&: 21

/

éEig(K)= L ] g L>(3+_L_2’<?+CX+
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HI/ - 3%E |
q
11 = 224

Netfob & forces ((om whikivonr By comme simae Py
Lol P

ST S

57 %
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.%{E{.[iﬂ / %FGQMJ'X—_— 2w okl

M L f1-X)
N A x) = ph(1-X)
i
e ‘ 7
\\/
e S
M(?‘( ~— | il
()=
a gt
. Sl |5 M = =X"Lp
Be] Mg :
M =M
@/o @/0
ede 0ok @ : " :
/V\A;)e(x/' = —E2~(2L‘X)
5 7 2 .f/ A\ R
M ()= PR (21-x) 00 [A=X\ oL
) "o ) 2( ) : | EL ) 2

,

) /V\O(x) _ -—_; K3 X +oizL2/

\
\

N
\
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/L 7L /oL "
E 5; 4= / /",,20\)( = /'; (" ﬁf)ZAX +/ ’PL/ 1 “—&] ¢
/ 2 / - 2L /
O o L
_pl
I'4
7L
Eis,, .-/0 MM X

']
h,’t’L (2s)
be"\(, EZLB B 4,_E-4L (b/c,i 5“)_,
6 i}
. E“@L?_,L > 0
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5.8.12 Solution 24

—

(Coop]

——

‘M@ < M@ (%6&.@ du [y‘em/ha)

3
e meend () - (,u/';,:—cp/ = :PLﬁ

© XKE]
GLM@ 4 L/ﬂ@: 6 E i /‘“_PL? B _f}—\i \';
\ 24Ei ZKEf/
2

o B L o ol

) @ 2 7 ™ 10

.

volk@F D M (a] = _f';_(L—a/

\ L
:) //\(@) = ,Eai 1(].-*&) "'~EL— (_L_./

2 1o

/A _pat al
- /V\ & | = - f-t
S| [ M( ) -EZ + J’g

{ \/(@) E PR 2—‘?%’
9 J
B @@ M, (X)- f?fi (LK) owee[ X

o Y "
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7 T 2
m(X): gt AR Lo .\
- 2 -

\/(K/: EDK “.PZL

e

‘%@U@ %PWL&M\/ PO’\M()()NMC&Q

. =
_ MAM 3
S ST T —
£ "5 85 B
E AT A =
e
* B
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[E 2] .
Aol 76 Lm - ;| -0  T5
U&Md@ (LM@+ /H@ 6 L 7 +—L~J
::) M =M — gE!S_—
‘ D & SL%

M(ae)<bEis & _[m(e). EEI%

ﬁ / 9[_2 1 ) Q’)" QL}_.-‘-
:3) \/(-Q): "'_6-E';

o3 |

?/Fx:e, @‘Lr@ : Fm X = @e-L_

m(K)< EEis (LX), 6T x

oL \ L / CL* i
9[m(x) < 6B
é 612
\/(K/ =

' @ 3) : .meo{',
e {;‘3”%&:\/ FMWWMW
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ﬁs— ’ ~r
Mook
A minson de (1) /VZ@ > O
> B IO | =1 i AR
10 SLe
s 2 2
= T pLe SL
10 &E;
_ K ]
53 BL |
'IZE; |

Reofion 1w b ok !

/mﬁmwgawf a4 V (%ﬂ)“\/(aql’)}@

ek conkilion eaffufe& O(AJT% Aﬁ‘;ffffoﬂnm
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6. Méthode des déplacements

6.1 Domaine d’application

Probléme plan (structure plane dont le chargement est dans son plan)
Petites déformations

Domaine élastique et linéaire du matériau
Liaisons parfaites

Poutres droites

6.2 Notions de nceuds

Section constante

On appelle nceud chaque extrémité de poutres qui composent la structure considérée.

Exemples

e intersection entre plusieurs poutres
¢ intersection entre structure et appuis extérieurs

e extrémité libre

lllustration

e 9 nceuds
e 11 poutres

La stucture suivante est composée de :
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6.3 Déplacements et rotations dans le repére local

V.. y Yji

g__l__'_:_"_"_"i _________________ poutre avant déformatio T__\___.' Vil #
noeud@ X AR LY
. . ji
.. d
ulj noeud( j )

poutre aprés déformation

uj : déplacement selon % du repére local du nceud [i] pour la poutre [i] — [m]
v : déplacement selon y du repére local du nceud [i] pour la poutre [i] — [m]
wj : rotation selon le repére local du nceud [i] pour la poutre [i] — [rad]
Remarque :

les notations sont similaires pour le noeud |j| (ou les déplacements sont notés u;, v et wj).

6.4 Notations entre repére local et repére global

Les déplacements et rotation dans le repére local seront notés en minuscule comme indiqué
précédemment.
Ces mémes déplacements sont notés en majuscule dans le repére global :

Ui : déplacement selon X du repére global du nceud [m]
Vi : déplacement selon Y du repére global du nceud [i] [m]
Q; : rotation selon le repére global du nceud [rad]
lllustration

()

©)

Y <

Y <

& X

Exprimer les déplacements et rotations du repere local en fonction des mémes déplacements et
rotation dans le repére global




Boris TEDOLDI
RDM - ENTPE 2%me année

Calcul Structure Batiment
http://www.csb.bet

5P

Page
153/197

Solution

Dans le repere global, les déplacements des nceuds sont notés :

Dans les différents reperes locaux :

(»J21 @ =
[ Tu Vi =uq,
VH = 0 = wqy
21
X
y e Uy = vy
Vo =uy
0y = wyq
Y
12 <— T
u
12
g
U, = uy3
03 23 y v 32 o~ Vo = 033
23{ 0 i 0 ﬁ 32 oo
L : X u
23 32
@) ®
V3 = v3,
Q3 = w3y
@34 Uz = —v34
y ﬁ \L u34 V3 = —U3z4
< O3 =—w
34 3 34
RO
X Uy = =43
V43 P @ Vy = —uy3
/R \I{ u Qg = —wy3
43
m43
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6.5 Torseurs aux nceuds

Mij Vij N
\[ T V..T ﬁ ji
y I
N —) poutre avant déformation
e B . darvid
noet @ ni)eud@ I
poutre aprés déformation
N; : effort normal selon le repére local au niveau du noeud [i] pour la poutre [i] — [N]
V; : effort tranchant selon le repére local au niveau du nceud [i] pour la poutre [i] — [N]
M; : moment fléchissant selon le repére local au niveau du nceud |i| pour la poutre E — 7| [N.m]
Remarque : les notations sont similaires pour le nceud |j| avec l'indice « j » en remplacement de
I'indice « ij ».

Une fois les torseurs écrits aux neuds selon les repéres locaux, il est nécessaire de savoir
réaliser un équilibre au niveau de ces mémes nceuds.

lllustration

()

©)

Y <

Y <

& X

Ecrire I’équilibre en force et en moment au niveau du nceud 2.
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Solution

Les torseurs au niveau du nceud 2 écrits par
rapport aux reperes locaux sur les poutres 1-2 et

2-3 sont :
V2 3 M
AN\

v &

23

H{

21 €1 >[\|

N
o 21

23
M21

Y <

Ainsi, I'équilibre des forces et des moments
se traduit par les équations suivantes :

Np3 =V, =0
N21 +V23 = 0
M21+M23 = 0

6.6 Relations entre déplacements et rotations et torseurs aux nceuds

La poutre considérée se situe entre les nceuds |i| et [j| et 'axe X du repére local est dirigé de |I|

vers .

Notations complémentaires :

L : longueur de la poutre [m]
E : module de Young du matériau [Pa]
| : moment d’inertie de la section de la poutre [m4]
A : section de la poutre [m?]
EA EA
_ 0 _
Nij—_T(uji_uij)+Nij Nji —T(uji—uij)"']\’j?
6E1 12EI 6FE1 12E1
Vij = —Z(G)i]- + “’ii) - L—3(vﬁ — v,-]-) + V?] Vji = T ((l)ij + wﬁ) + L—3(Vji - vij) + V}?

0
Mj=—7F""*—7F "~z (vji — vy) + M

6EI .
M;; — t— Tz i) + M

NS, N3, V5, V2, Mj; et Mj} sont les valeurs des torseurs au niveau des nceuds [i] et [j] lorsque la

ij» Njir Vij» Vi

poutre |i| —|j | est considérée bi-encastrée et que le chargement initial est conservé.
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6.7 Valeurs connues au niveau des appuis et des extrémités libres

Extrémité libre
(illustration au nceud i)

poutre aprés déformation

Appui simple
(illustration au nceud i)

Rotule
(illustration au nceud i)

Encastrement
(illustration au nceud i)

!

Aucune valeur connue
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6.8

VL.
VIL.
VIIIL.

Méthode

Numeéroter chaque nceud de la structure
Pour chaque nceud intérieur de la structure (les nceuds en extrémité libres et au niveau
des réactions d’appuis sont exclus).
a. Dessiner dans le repére local le torseur
b. Ecrire les 3 équations d’équilibre dans le repére global selon
i. La direction X
i. La direction ¥
iii. Le moment fléchissant autour de Z
Au niveau des nceuds en extrémités libres et au niveau des réactions d’appuis, ajouter en
équation les éléments du torseur qui sont nuls.
On a obtenu autant d’équations que d’inconnues. Remplacer les torseurs aux noeuds par
les déplacements et rotations aux nceuds dans le repére local de chaque poutre (en
tenant compte des valeurs connues au niveau des réactions d’appuis)
Remplacer les notations des repéres locaux par les notations du repére global pour les
déplacements et rotations.
Résoudre le systéme obtenu
Calculer les torseurs au niveau des nceuds
Obtenir les torseurs en tout point par utilisation de relations entre moments et efforts
tranchant entre deux sections d’'une poutre droite dont les moments sont connus

. . . (Mq = —My;
Adaptation de la relation du chapitre 2 avec : Mo = M
B = Mji
Ainsi, pour chaque poutre [i] - [/],
Le moment a I'abscisse x est égal a: L’effort tranchant a I'abscisse x est égal a :

—x
M;j(x) = Migo(x) — M;; T M

Vij(x) = Vigo(x) + I

x
L

ATTENTION :

Ces relations ne doivent pas étre utilisées pour une portion de poutre en console.
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6.9 Exemple
9 Calculer le déplacement et la rotation du
m » ) o
nceud a l'intersection des poutres, ainsi
6 m 3m que la rotation de la poutre au niveau de la
rotule.
Y 100 kN
T J/ Données
N
7
x 7;27 e E=10000MPa
e [a section est
X y
/N
10m| Vy<— 7 (J im
Y
0,5m
S X
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Solution
I. Numéroter chaque nceud de la structure

N
7 (1)

Il. Il existe un seul nceud intérieur : le nceud [2] :
a. Dessin dans le repére local du torseur

V23 M23
A

Vo @)\ >|\|23 X

N21

H.{

M X
21 7

b. Ecrire les 3 équations d’équilibre dans le repere global selon
i. La direction X :
ii. La directionY :

iii. Le moment fléchissant autour de Z : [My; + Mgz = 0]
lll.  On sait qu’au niveau noeud [3], le moment est nul puisqu’on a une rotule donc

V.

EA Avec :
Nyz = —— - + N2
23 Ly (uzz — Uz3) 23 e u;p =0
e N):=0

o L23=9m

6E] 12E1] :
Vo1 = —?(wu + wy1) + E(vu — V) + VZO1 Ave.c. Wiy =0
[ ] 1712 = O
e V=0
[ ] L12 = 10 m

Donc :

EAu,; 6Elw,, 12Elv,,
Nyw—V,, =0 & + — =0
23 T2 9 102 103
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EA Avec :
Ny, = — — N.
21 = - (Uz1 —ugz) + Noy o u,=0
e Np=0
L L12 =10m
6E1 12EI Avec :
Vo =— + - - + V9
28 = 2 (w23 + w33) 3 (V32 — V23) 23 o vy, =0
L] L23 =9m
Pb? 7P
o V‘2’3=E(3a+b)=;
Donc :
EAu,; 6EI 12Elv,3 7P
Ny + V3 =0 & 10 +?((023+w32)+9—3+520
2Elwq, 4Elw,; 6El 0 Avec
21 =T + Iy - T (V21 — V1) + M3, o w;,=0
° Vi = 0
e Li,=10m
[ ] Mgl = 0
4Elw,; 2Elws, 6FEI Avec
= + - Vgy — Vy3) + M3
23 Ly Ly L232( 32 23) 23 e 13 =0
[ ] L23 == 9 m
0 Pab®> _ 2P
[ ] M23 = E = ?
Donc :
4Flw,, 6Elv,; 4Elw,; 2Elwz, 6ElIv,; 2P
M21+M23—0® 10 - 102 + 9 9 + 92 +?—0
2Elw,; 4Flw;, 6FEI Avec :
Ms, = + — U3y — Va3) + M3
32 Lys Lys L232( 32 23) 32 e vy, =0
L L23 =9m ,
pPa’b 4P
[ ] Mg?’ = —E = —?
Donc
2Elw,3  4Elws, 6Elv,; 4P
M3, = + -—=0
32 9 9 92 3

déplacements et rotations

Donc

6Elw,, 12Elvy,

Remplacer les notations des repéres locaux par les notations du repere global pour les

Repere local Repere global
Uz1 Vo
U3 U,
V21 -U 2
V23 Vo
W21 Q,
w23 Qo
W32 Qs

EAu,,
9 +

102

103 9

102

EAU, 6EIQ, 12EIU,
= + + 103 =0
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J (EA+12EI> 6EIQ,
2\9 " 103 102

EAu,, 6EI 12Elv,; 7P

10 +9—2(w23+w32)+T+E:0
v (EA+12E1)+6EI(Q +Q)+7P 0
@ — — — —_—
2\10 = 93 9z V2 TS 57
4Elw,, 6EIv,, A4Elw,; 2Elws, 6Elv,; 2P
_ =0
10 102 i 9 + 9 + 92 + 3
4E10; | GFIU,  4EIQ, 2E10; GEIV, 2P
Lt _— =
10 102 9 9 92 3
38EI0, | 6FIU, 2EI0; 6EIV, 2P
Pt —_— =
45 102 9 92 3

2Blwy; | 4Elwsy | 6EIvy 4P _

9 9 92 3 0
2EIQ, N 4E1Q5 N 6EIV, 4P
Pt _——_—=
9 9 92 3
D’apres I'énoncé :
e F =10000000000 Pa
o« = 0,5x13 mt
12
e A=0,5%x1=0,5m?
L’application numérique est :
0 506913580 31111111 31111111 U, —25926
560595556 0 25200000 0 V2 | _ 0
25200000 31111111 354666667 93333333 Q, —66667
0 31111111 93333333 186666667/ \{3 133333

VI.  Aufinal, la résolution du systeme est :

» U, =0,0000194m
» V, =-0,0000826 m
» Q, =-0,000431rad
» 0, =0,000942 rad

Remarque :
Ensuite pour obtenir les torseurs au niveau des nceuds, il suffit d’utiliser les relations entre les
torseurs et les déplacements.

Puis, il est possible d’obtenir le torseur en tout point puisque les torseurs aux extémités des
poutres sont connus.
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6.10 Exercices

Exercice 25

Y 1000 N/m

10 m

Caractéristiques géométrique de la section :

e Aire: 0,12 m?
e Moment d'inertie : 0,0016 m*

Module de Young : 30.10° Pa

Calculer les rotations et déplacements des nceuds 2 et 3.

@ i ©

© O

10 m

v
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6.11 Extraits d’annales

L=5m

E =30.10° Pa
p =1000 N/m
A=0,5m?
I=0,0417 m*

=
—
L
v

Exercice 26 : extrait des annales de novembre 2013

Partie III : Méthode des déplacements (7 pts)

Vo4

>

7\ p 3

Déterminer

L XT v les sollicitations
X

Ty
e
v

Deéterminer
Le déplacement
/ — (S;) du nceud 4
L - E.I constants
1
y
Ve

L

Données supplémentaires par rapport aux annales

On exprimera les sollicitations avec I’application numérique suivante :

Le repére global est pris avec les directions suivantes :

Y

L.
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6.12 Solutions
6.12.1 Solution 25

Inconnues

Au niveau des encastrements les déplacements sont nuls : {

U1=V1=U2=V2=0
91292:0

Les inconnues sont donc les déplacements au niveau des nceuds 2 et 3 : Uy, V2, Qo, Us, V3 et Qa.

Position du noeud 2
avant chargement

Vzl

Position du noeud 3
avant chargement

Par symétrie du probléme, il
vient que :

Uz = _U3
{ VZ = V3
Qz = _Q3

Ainsi, seules 3 inconnues
ne sont a déterminer.
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E

Equivalence entre les notations du repére global et du repére local

nceud nceud
Repére global V.
2 V.
i Py

-

@—%Ua

B k%
L= N
>
Repére local de la .
poutre [2] — 3 32

I

[

3 —>»~,,
Cu&%

Co
23 2 b
Repere local de la n
poutre [1] — 24
< ’3—1 Sans objet
Ny
T )
21
Equivalence Uy = Upz = —Vp Uz =—-U; =us;
{V2=V23=u21 V3 =V, = vz,
Q) = Wy3 = Wy Q3 = -0, = w3y

Equilibre du nceud

La direction X:

La direction Y .

Le moment fléchissant autour de Z :

[May + My3 = 0|
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B 4Elwy5 N 2Elws, 6EI ( )+ M
23 = Ly Ly L232 U3z — V33 23
4EIQ, 2EIQ; 6EI pL?
= —— 0 =V —
I o L2 (Vs = V) + 12
_2EIQ, pl?
L 12
2Elw,, 4Elw,, 6EI
21 =7 I 1z (V21 — V12) + M3y
_ 4EIQ, N 6EIU,
L 12
Mot Mow = 0 o |OF192 , 6EIU; pL? 0
= P _—=
6EI 12EI 0
Vyz = 1z (w23 + w33) — L—3(V3z —v3) + V33

6EI 12E1 pL
=77 Q2+ Q) ——— (Vs = Vo) +—
_pL
2
EA
Ny; = T(um u) + Nyy
_EAV,
L
Ny +Vys =0 o [PEp B2
= & | — =
21 23 2 L
EA .
N3 = —T(usz —Uy3) + N33
EA
=20, - V)
_ 2EAU,
L
6E1 12E1
Vo1 = —L_z(wlz + wyy) + T(vzl — V1) + V3
6EIQ, 12EIU,
== 12 - 13
2EAU, 6EIO, 12EIU,
N23 - V21 =0 L + LZ + L3 -
Résolution :
6EI 6EI] 5
2 O 7 _pL
EA Uz 12
0 - 0 V| = pL
2EA  12EI 6Er | 2 \ 2 /
L L3 2 0




Boris TEDOLDI Calcul Structure Batiment i_ Page
RDM - ENTPE 2™ année http://www.csb.bet 167/197

Application numérique :

2880000 0 28800000\ /U> —8333
0 360000000 0 V, | =(-5000

720576000 0 2880000 / \(Q, 0

U,=116.10"°m
Dou [{V, =—-1,39.10"°m
Q, =-2,89.10"*m

6.12.2 Solution 26
Inconnues

Au niveau des encastrements les déplacements sont nuls, ainsi que le déplacement vertical au
niveau du nceud [4] :{Ul =N =U=V;=V=0
Q0 =0;=0

Les inconnues sont donc les déplacements au niveau des nceuds et|4]: Uy, Vo, Qo, Uy, et Q4.

Equilibre du nceud
) La direction X: [Ny, — Vo3 — V51 = 0|

MlB ’\rlz
( N\ La direction Y {Ny3 + Ny; + Vo = 0]
\ S
%_ {4 $\ / V\ 2, 4 Le moment fléchissant autour de Z :
?—3 "[\ |M21 + M23 + M24_ - Ol
- > N
@ 74
v, —
21 n
Mo\ N
21 29

De plus, le nceud (4] est une appui simple donc :
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Equivalence entre les notations du repére global et du repére local

nceud

nceud

Repére global

\/,'L

N

”«

.1

Repére local de la

poutre [2] —

Sans objet

Repére local de la

poutre [1] —

Sans objet

Repére local de la

poutre [2] —

fl\ y

2]
\; |
o

5 f T ety ok
W ,‘r il P
(:2_ '\\ - N —
)

24
Equivalence Uy = Upg = —Vp1 = —Vp3 Uy = Uy
Vo, = Uy3 = Uy =Vyy Vy=v4=0
Q) = W3 = Wy1 = Wyy 0y = Wy
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_ 4Elw,,  2Elw,,
S L

6E1

- L_z(v42 — Vyq) + M3,

_4EIQ, | 2E1Q, | 6EIV,

L+L L?

~ 2Elw;, A4Elwy,

6E]

Ma="GD e

T @2 (V21 — v12) + M3y

2E1Q, | 3EIU, p(2L)2

2E1Q, | 3EIU, pL?
L 212 3

L 212 12

4Elw,; 2Elws,

23= ] + 7
4EIQ, 6EIU, pl?
STL T 12

6E1

- 7(1732 — Vy3) + M35

M21+M23+M24=0 (=4

L 2172 L L? 4

10EIQ 9EIU 2EIQ 6EIV. L?
2 2 N 4 " 2 PL” -0

6El
1z
_6EIQ, 12EIU, N pL
12 I3 2

Vs = (w23 + w3;) —

12E1 .
L—3(U32 — Vy3) + Vo3

6E1
= e
_ 6EIQ, 12EIU, p

(w12 + wzq) +

12E]

W(”u — V1) + V3

(2L)

T @@Lz (2L)d

_ 3EI0, 3EIU,

Y7 o TPk

2

EA

_ EAU, EAU,
L L

Nyy = —T(uztz — Uy,) + N3,

Nopy = Vo3 =V =0 &

9EIQ, 27E] EA EAU, 3pL
5D

212 T L 2

0

EA

_ EAV,
)

Ny3 = —T(u32 — Uy3) + Nis

EA
Ny; = @(uu —ugp) +
_EAV,
2L

0
N21

6EI
Vos = Iz (o4 + wyy) —

12E1 )
iR (Vaz — V24) + Vi




Boris TEDOLDI
RDM - ENTPE 2¢me année

Calcul Structure Batiment
http://www.csb.bet

Page
170/197

5P

6EI0, 6EI0, 12EIV,
-z + 12 + 3

6EIQ,

12E1 3EA 6EIQ, 0

N23+N21+V24:0 (=4

LZ

V.
+<L3 +2L> 2t

EA )
Ny =0 = T(u42—u24)+N42 =0 < m

2Elwyy
L

4Elwy,
L

M42=0C)

6El
2

2E1Q,

4EI1Q,
L

L

6EIV,
=0

(V42 —V2g) + MY =0 &

Au final,

9EI

217
27El

YE

6EI
2
0

12EI 3EA

L3 * 2L
0
6E]

2

+EA
L

( 2pL*

13pL*

2EI
L
0
6El
2
0
AEI
L

U, =
2 7 15E(5AL? + 6]) +
—pL4

90E!

~|(7,23.10°m

V2

~|-3,32.10"7 m|

~ E(5AL? + 6I)
B 2plL3
"~ SE(5AL2 + 61) +
2pL*

pL3
10E1

A<

Q2

Us

~
=~

13pL*

11,00.1075 rad|

7,23.1075m

~

~ 15E(SALZ + 61) ' 90EI

=

_ —pL*(AL? —4D) _
* 7 4EI(SAL2 + 61)

—491.10"° rad
| |

Poutre [1] - [2]:

_4Elwy; | 2Elwy,

6E1

3EIU,
212

2

_EIQ, pL

L

3

2Bl

3EIU,
M21 - I

212

pL?

—_—_—
=

(L) (L)

0
5 (V21 — V12) + My,

+—=16300N.m

2100 N.m

bx 2
Mg, (x) = 7(2L —x) = 5000x — 500x
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L—x
L

X
+ 2100 —

X 2 1
+ My, T = 5000x — 500x“ — 16300 - 10

Miy(x) = Migo(x) — My, -

= [M;5(x) = —500x? + 6840x — 16300

= [V3,(x) = 1000x — 6840|

EAV,
2L

= [Ny, (x) = —500|

Nip(x) = Npy =

Poutre [2] - [4] :

AEIQ, 2EIQ, 6EIV,
24 = I + 1, + 12
Mi5o(x) =0

~ 7500 N.m

X

M3y(x) = Miso(x) — My -

= [My,(x) = 1500x — 7500

= [V24(x) = —1500

=[Ms @ = 0]

Poutre [2] - [3]:
2Elw,; 4Elws, 6EI
M, = ——
32 I 1 12
_2EIQ, 6EIU, pl?

; 7~ 5 ~ ~18800 N.m

(V32 — Va3) + MY,

_ 40, GEIU; pI2
23% T z 127 -m

Posons X = x — 10

pX 2
Mg, (X) = 7(L —X) = 2500X — 500X

L
= [My3(X) = —500X? — 3180X + 9600

X 5—-X X
+ M3, - — = 2500X — 500X?% + 9600 - —— — 18800 - —

M23(X) = Miso(X) — M3 - L 5 10

= [V,3(X) = 1000X — 3180

EAV,

Np3(X) + Npz = 0 = Np3(X) = — L

= [Ny, (x) = 1000
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4000 @ @

9600 ®

- - @ gm =

2100 V

16300

=1500

6860
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7. Méthode des rotations

7.1 Domaine d’application

Les déformations d’effort normal sont négligées.
7.2 Conséquence

Pour chaque poutre entre les nceuds |ﬂ et |§| composant la structure, dans le repére local, les
déplacements entre nceuds dans le sens longitudinal sont égaux :

Urs = Ugr

Lorsque les déplacements sont empéchés par un appui encastrement, par une rotule ou un appui
simple perpendiculaire au vecteur ¥ du repeére local, tous les nceuds d’'une méme poutre dans la
direction ¥ du repére local ont donc un déplacement longitudinal nul.

De plus, dans la méthode des rotations, le champ de déplacement est dessiné en remplagant
chaque encastrement (interne ou externe) par une rotule.

lllustration

Soit la structure suivante :

Il existe un encastrement au niveau du
noeud 1,donc:V; =0

Et par conséquence : Vs =V, =0

On a également U; =0

Il existe un appui rotule au niveau du

noceud 2,donc:V, =0
Et par conséquence V, = 0
On a également U, = 0

Il existe un appui simple au niveau du
nceud 3, donc V3 =0

Il existe un appui simple au niveau du
noceud 7, donc U; = 0
Et par conséquence Uy = 0

Les déplacements possibles en translation sont donc : Us, Us, Us et V7.
Puisque les noeuds 3, 4 et 5 constituent une méme poutre, on peut poser
U3=U4=U5=UetV7=V

Au final, la méthode des rotations s’appuiera sur le champ de déplacement suivant :
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7.3 Notion de rotation d’ensemble des poutres
Dans l'illustration précédente, certaines poutres ont une rotation d’ensemble.

Par exemple, le déplacement U du nceud 5
engendre une rotation notée Q,: de a poutre 1-5.

La rotation de la poutre est négative par rapport
au repére global (et local).

}f\

En posant L la longueur de la poutre, on obtient :

Q_U

Généralisation de la rotation d’ensemble

Avec

e v et vj: déplacements dans le repere local dans la direction et le sens y des noeuds m et

e (;; : rotation d’ensemble de la poutre

Remarque : le signe de cette relation est conforme au sens positiff de rotation du repére local.

7.4 Notion de rotation des noceuds

i — - % II ) |-
Le c_hargement peut engendre,_r des rota_tlons N Niine. 0oNEs Aonazmemd
au niveau des noeuds comme lillustre la figure . &

suivante pour le nceud [f : OA._ ,bl;udﬁm ook

Contrairement au champ de déplacement de \ cﬂolgmr

lillustration précédente qui est un champ

virtuel, la rotation w, est bien celle observée \
réellement au nceud Iﬂ suite au chargement de

la structure.
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Relations entre moments, rotation d’ensemble et rotation des nceuds

e w, :rotation du noeud]ﬂ

® w; : rotation du nceud

e 0, :rotation d’ensemble de la poutre [Hg]

e M",.:moment d’encastrement d’'une poutre console au niveau du nceud |ﬂ

e M’ : moment d’encastrement d’une poutre encastrement-appui simple au niveau du
nceud H

e MY : moment d’encastrement d’'une poutre bi-enccastrée au niveau du nceud |ﬂ

En considérant la poutre [-s| la relation dépend de la nature des nceuds | et|s| :
Nature du nceud r

7.5

r est un nceud interne r n'est pas un nceud interne
Extrémité 3EI 3EI B 3EI B
libre TS=TwT_TQTS+M rs Mrs=_T-Qrs+M rs
Lol —
o | Appui simple _ 3EI 3EI , _ 3EI ,
8 | ou rotule rs_Twr—T rs T M g TS__TQrS+Mrs
g Nceud interne _4El 2EI 6EL .\ . 4o _ 2EI 6EL 10
o rs—Twr'l'Tws_T rs T Mys rs_Tws_T rs T Mys
% Encastrement AE] 6EI o 6EI 0
zZ rsszr_TQrs+Mrs Mrsz_TQrs‘l'Mrs
Nota :
e Le repere local n'est pas nécessairement dirigé de |ﬂ vers
o Les signes de w,, w, Q,, et Ms sont conformes au sens positif de rotation du repeére local
de la poutre [ et
Attention si le signe positif de rotation du repére local change d’une poutre a l'autre.
7.6 Equilibre des moments au niveau des nceuds internes
Pour chaque nceud y Puis, [I'équilibre en
interne H les moments moment consiste a
Mis sont représentés + écrire que la somme
autour de ce noceud en (algébrique) des
respectant le sens positif moments autour de
du repére local (fleche X ce nceud est nulle.
courbe dirigée de x a y)
lllustration (avec un nceud liée a 5 poutres)
& ’»'Li\f Dans [I'exemple ci-contre, ['équilibre en
F\/‘/ ~on moment du noeud i est traduit par :
) v
€
A Mt Mys — Myy + My + My, — My, = 0
y 0 1
_f‘\'/“,%w 5 e i
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M, ..., Mny sont ensuite déterminés par les relations vues précédemment par rapport a la rotation
d’ensemble des poutres et la rotations des nceuds.

7.7  Utilisation du principe des travaux virtuels (PTV)
7.7.1 Travail des forces

|Travail(F0rce) = Forcexdéplacement |

lllustration force ponctuelle

L

Dans I'exemple ci-contre : . @

Travail(Force) = FXu position initiale
Avec I'hypothése des petites
transformations :

u=LXtanQ = LX)

Donc

déplacement virtuel

Travail(Force) = FXLXQ

lllustration force répartie rectanqulaire
L - L -
Travail(Force) = fp ~u(x) -dx
0

position initiale

u(x) = xxtan Q = xxQ
Donc

pXL*XQ
2 déplacement virtuel

Travail(Force) =
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7.7.2 Travail des moments

Au niveau des nceuds internes et des encastrements, on trace les moments M;s aux nceuds dans
le sens positif par rapport au repére local.

On dessine la rotation d’ensemble ,.; de la poutre H—.
Puis le travail du moment M, est égal a :

MTSX‘Q‘TS
Le travail est :

o positif si Mis et Qs sont dans le méme sens
e négatif sinon

lllustration
Position initiale | Position déplacée et Travail(Moment)
moment aux noeuds
i
* X MrsXQrs = _Mrsx|-Q|
¢_T ~
?/\ ! .r"j\

_ RSN

s . 4

L*j %) f‘.U_\ M, gXQs = My X|Q|
Remarque :
Le travail des moments externes se calculent de la méme maniére.
7.7.3 PTV

L’équilibre des travaux des forces et des moments se traduit par :

Travaux(forces) = Travaux(moments)l
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7.8 Meéthode

. Numéroter chaque noceud de la structure
II.  Dessiner un déplacement virtuel en négligeant I'effort normal et en considérant les
encastrements comme des rotules
lll.  Pour chaque nceud intérieur de la structure (les nceuds en extrémite libres et au niveau
des réactions d’appuis sont exclus), écrire I'équilibre en moment (les directions des
moments doivent étre conformes au repére local de chaque poutre)
IV.  Remplacer chague moment M;s par la relation en fonction des rotations
V. Utiliser le PTV (le travail des forces est égal au travail des moments)
VI.  Résoudre le systéme obtenu
VII.  Calculer les torseurs au niveau des nceuds
VIIl.  Obtenir les torseurs en tout point par utilisation de relations entre moment et effort
tranchant entre deux sections d’'une poutre droite dont les moments sont connus.

En notant H et |ﬂ les noeuds de la poutre tels que le vecteur ¥ du repére local soit dirigé de H vers m

MA = _Mij

Adaptation de la relation du chapitre 2 avec : { _
Mg = Mj;

Ainsi, pour chaque poutre || - [j

) L’effort tranchant a I'abscisse x est égal a :
Le moment a I'abscisse x est égal a :

MU + Mjl
L

—x x
M;j(x) = Mg (x) — M;; Mt

Vij(x) = Vigo(x) +

ATTENTION : ces relations ne doivent pas étre utilisées pour une portion de poutre en console.
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7.9 Exemple
0
S
q[x L
L = El
2r13 P Py |
L Calculer la rotation du nceud 2.
X —
B r— @
Y
KT‘ L
Y K El
X TTITT @

Solution

L’encastrement en 1 et la rotule en 4 impliquentque I/, =0etl, =0

Ainsi, V, =0

Il'y a un appui simple en 3donc:V; =0

Les seuls déplacements possibles sont donc : Us et Uz. Puisque les noeuds 2 et 3 font partie de la

méme poutre, il vient que :

U3=U2=U

Equilibre du nceud 2 :

L’équilibre en moment au niveau du nceud 2 est :

Ainsi, en notant Q la rotation de la poutre 4-2
0 U
L

Remarques :

les vecteurs courbes représentant les
moments sont orientés positivement selon le
repéere local.

I n'existe pas de moments Ms, ou Ma
puisque le nceud 4 est une rotule et le nceud 3
est un appui simple (3 et 4 sont donc des
extrémités non encastrées).

M23 +M24+M21 =0
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e 3 estun nceud simplement appuyé donc :

BX%XEI 3><%><EI 2E] qlL?
My; = i Wy — L Q23‘|‘Mz3=Tw2+?
e 4 est une liaison rotule donc :
3EI 3EI , 3EI 3EI qu
Moa = @2 = flas # Mas = 0p ¥ 0=
e 1 estun encastrement donc :
4E] 6E] 0 4F] 6E1
Mor = @2 = 7 O+ My =m0 =
Ainsi, on obtient une premiére équation :
9EI 3ET . _
p Y27 T
Principe des travaux virtuels
e Travail des forces
Px0+ gL v qLZQ
X X —=
x5 =73

e Travail des moments
M23X0 + M24X(_Q) + M21XQ + Mlz XQ

Le travail des forces doit compenser le travail des moments, ainsi :
qL?Q
2

- _M24XQ + M21XQ + Mlzxﬂ

LZ
= T = —M24_ + MZl + MlZ

Mazs et M2¢ ont déja été prélablement calculés, puisque le nceud 2 est un nceud interne et que 1
n’est pas un nceud interne (w; = 0) :

2E1 6E1 0 2E1 6E1
Miz = 77 @2 =7 M = m e, =

Il vient alors que :

qL?

> = —My, + My, + My,
qL? 3E] 3, qL? | AEl 61  , 2EI 6EI
> — = = — —_—— e R — —_—— _— —_——

2 L Y27 g [ Y277 L Y27
3E] 1SEI 5qL2
> w,—— Q0= —
L Y27 8

Résolution

L’équilibre du nceud 2, ainsi que le PTV est traduit par :

El - 5
706 590 = (Csqrese)
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_ 5qL?
“2 = 336E]
5qL3
0= 1o
112E1

=
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8. Introduction aux éléments finis pour les poutres a 3 degrés de
liberté

8.1 Domaine d’application

e E, | et A sont constants entre chaque nceud
e Matériau dans le domaine élastique linéaire
e Latorsion n’est pas prise en compte

8.2 Déplacements et rotations des nceuds

A

v,

8.2.1 Déplacement a I’effort normal (déplacement u)

Dans le cas d’'une section constante, la déformation longitudinale due a I'effort normal est
constante entre deux noeuds [i] et [j]

Or la déformation par rapport au déplacement est égale a : ¢, = 3—1; =a

Ainsi, 'intégration implique que u(x) = ax + b

u(0) =y

Avec {u(L) =y

X X
donc u(x) = (1 _Z) U+
8.2.2 Déplacement a la flexion (déplacement v)
La courbe v(x) peut étre approchée par un polynéme.

Or les conditions aux limites sont les déplacements selon y des nceuds v et v; ainsi que les
rotations au niveau des nceuds g; et ;.

Les 4 conditions aux limites impliquent un polynéme de degré 3 :
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vix)=A-x*+B-x*+C-x+D

v(0) = v;

v(L) = v;

Avec {av(0) _ ,
o = Bi

av(l) _ ,

dx '8]

Ainsi,
3x%  2x3 2x%  x3 3x%2  2x3 x? x3
R i E A N T = A V- A W A

8.3 Champ de déplacement sous forme matricielle

U;

X X (Ul’\

u(x)\ _ 1_2 0 0 L 0 0 Bi
(v(x)>_ 3x?  2x3 2x%  x3 3x%  2x3 x2 3|y
O It 7t O - TTtE va)

Bi

8.4 Déformation longitudinale d’une poutre

8.4.1 Par effort normal

__du
T ax

8.4.2 Par flexion

X

—_—

) L\ | A l'ordonnée y :

Axe neutre
E'F"—EF _(p—y)-dB—p-dp
EF p-dp

Ex =

Par définition des contraintes normales :
E-y

0x=E-sx=—T
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La relation entre moment fléchissant et contrainte est :

2

E-y
M=fax-y-d5‘=f— -dS
S S p

Or la définition du moment d’inertie est

1= f y*-dS
S
Donc
m=_E1
p
Ou encore :
1 M
p _El
Et
My
Ex = E

0 D’aprés la figure ci-contre :

dx =ds=p-df
Ainsi
ap 1
dx p
Puisque
8 dv
dx
Alors
1 d*v
pdx?
Et donc :
1 M d*v
p " TElT
Alors
My d*v
R TI T
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8.4.3 Sous forme matricielle
En cumulant les déformations longitudinales de flexion et d’effort normal :
du d*v
T

Puisque
U;
. ()
u(x)\ _ 1 L 0 0 L 0 0 _ Bi
) e R R R R U
213 L 12 2 L3 L 12 Yj
Bj

Alors

U;
()
o of 1 (6 _12xy 4 6xy 1 6 12x\ (2 6x\ Pi
=t Gy G CErn)y Gw)od U
vj
Bj

Posons :

[M]—{ 1 (6 12x> (4 6x> 1 ( 6 12x> (2 6x> }
U T E)Y )Y L zr )Y \tTE)Y

et
U;
[+
| B
[u] = U
ﬁj
Ainsi :
& = [M] - [u]

Pour obtenir les contraintes normales : o, = E ¢, = E - [M] - [u]

8.5 Energie de déformation élémentaire

L’énergie de déformation élémentaire est :

1 1 1
szfex-ox-dv=§f[ex]t-[ax]-dV=§f[[M]-[ul]t-E-[Ml'[ul'dV
\4
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En posant

[K]zf[M]t-E-[M]-deE-J[M]f-[M]-dV
v

%4

Il vient que :

Wy = 2 [l K] [u]

La matrice [K] est appelé matrice de rigidité et ne dépend pas du chargement mais uniquement
de la géométrie (section, longueur) et du module de Young du matériau.

8.6 Matrice de rigidité élémentaire d’un élément poutre 2D
8.6.1 Repére local

i
[K]=E'fvﬂ G-7) (),

6 12x
(~z+5)

e~ =

2 6x
G-
En posant :
1 3
L
6 12x
(7))
(4 6x
3 Z‘F)'y 1 /6 12x 4 6x 1 6 12x 2 6x
4]=1 1 >'{_Z (F_?)'y (Z_F)'y L (_ﬁ+L_3)'y (Z_F)'y}
L
6 12x
(‘P*Ts)'y
2 6x
G-

[A] est une matrice carrée d’ordre 6 :

[K] est alors également une matrice carrée d’ordre 6 :
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,_
wa
o
N
wa
o
N
=
o
@
=
o
-
R-A
o
@
R-A
o
a
—

Calculons quelques valeurs en tenant compte des définitions suivantes :

e Section: A= [,

ds

o Moment statique au niveau du centre de gravité : fs ydS =0

e Moment d'inertie : I = [, y*dS

k11=E'fffa11 dV E
74

ka2 =E.fvﬂazz
iz =E-gfa12
ks =E.fvﬂazz
ka2 =E-gfa12
k36=E.fVﬁaﬂ

.dv=E.f0L(_
.dV=E-fOL(_
.deE.fOL<
.dV=E.fOL(
.deE.fOL<

4 6x\/6 12x 6E1
—)( dx - f ydS = —-

I [ as =2

12\ ) 12E1
——) dx-f yedS =
N

L3 L3

6 12x
_)(F dx - f ydS =0

4 6x

g5 - 41
Y=

2
ox dx.f

12)\1z 13 L?

4 6x)<2 6x)d f zdS—ZEI
)\ ) YT

Les 30 autres termes se calculent de maniere similaire, ainsi la matrice de rigidité exprimée en

repére local est :

12E1  6EI

s o k-
i 2n
L

Facteur de transmission du nceud [j] vers
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8.6.2 Repére global

L’axe Z reste confondu avec I'axe Z.

Le repere local est obtenu par rotation d’un
angle a du repére global.

Y

La matrice de rigidité dans le repére global s’écrit :

[Kglobal] = [R]t ) [K] : [R]

Avec la matrice de rotation

y cosa sina 0 0 0 0
—sina cosa O 0 0 0
X R=| © 0 1 0 0 0
0 0 0 cosa sina O
0 0 0 —sina cosa O
a 0 0 0 0 0 1
La matrice dans le repére global [Kglobal] est alors égal a:
EA N o (EA 12E1) ) 6EI EA ,  12EI _, ( EA+12E1>‘ o 6EI
L cos~a 143 sin"a L L3 cosasimna [‘2 sina L cos“a L3 smnm-a L ]‘3 cosasima L2 sSina
(EA 1251) ) EA +12E1‘ , 6EI ( EA+12EI)‘ - EA _, 12 6EI
L L3 cosasina sSin~a Lg cos a LZ cosa L L3 cosasina L sin“a L3 cos"a LZ cosa
6EI 6EI 4E] 6EI 6EI 2EI
——2511](7( L—zcosa T L—ZSIHC( —L—ZCOS(X T
EA ,  12EI _, ( EA+12E1>‘ o 6EI EA +12E1 o, (EA 12E1) ) 6EI
L cos“a L3 sin-a L ]‘3 cosasina LZ sina L cos~a 143 sin“a L L3 cosasimna 142 sSina
( EA+12EI) - EA _, 12E] 6EI (EA 1251) ) EA +12E1 o, 6EI
L L3 cosasina L sin“a L3 cos"a LZ cosa L L3 cosasina L sSin“a Lg cos a L2 cosa
6EI 6EI 2EI 6EI 6EI 4EI
L2 sina LZ cosa L LZ Sina L2 cosa L

8.7

Travail des forces

Les forces peuvent étre des forces surfaciques, volumiques ou d’actions des autres éléments sur
la poutre concernée.

N, iext
Vi,ext

Posons [F] =

Le travail vaut T, = (W vi B; w v; B))-

iext

N iext

Vi,ext

M i,ext
N;

Vi

ext

ext

Mj,ext
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8.8 Energie potentielle

L’énergie potentielle est la différence entre I'énergie de déformation élémentaire et le travail des
forces . E =Wy — T;

Ainsi,

L’équilibre du systéeme suppose une variation d’énergie potentielle nulle par rapport au
déplacement donc :

% fdult - (K] ] ~ [F)} = 0
Puisque
d
(SR [u]) = [t [u]
Au final :
(K] [u] = [F]
9. Exemple

e E=210000 MPa

_ : 7\ o . : e Section rectangulaire de
‘- gm.j M/f!ﬁ o) o Hauteur=1m

0 Largeur=0,5m

9.1 Connexion entre poutres

La matrice de rigidité de I'élément de poutre entre les points 1 et 2 (avec un facteur 1/E) nommé
[K;,] est de la forme :

sup,gauche sup,droite
K p.9 K 14

[Klz] = Kliilf,gauche Kliilf,droite
12 12

Avec :
KyP99uehe - matrice d’ordre 2 représentant la rigidité du nceud
K37470%e - matrice d’ordre 2 représentant la rigidité du nceud

sup,droite , . y . ..
K., : matrice d’ordre 2 représentant le facteur de transmission du nceud |1] vers

inf,gauche . y . .
K, : matrice d’ordre 2 représentant le facteur de transmission du nceud |2]| vers
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L’application numérique donne :

© 0,0000 : -0,0625 : -0,0625 : 0,0000 : 0,0625 : -0,0625 '

£ 0,0000 : 0,0625 : 0,0417 : 0,0000 : -0,0625 : 0,0833

La matrice de rigidité de I'élément de poutre entre les points 2 et 3 (avec un facteur 1/E) nommé
[K,3] est de la forme :

sup,gauche sup,droite
K p.g K 1Y

[K23] = Kziflf,gauche Kzifif,droite
23 23

Avec :
K3uP9euehe - matrice d'ordre 2 représentant la rigidité du nceud
K 4rote  matrice d'ordre 2 représentant la rigidité du nceud

sup,droite ., . y , ..
K5 : matrice d'ordre 2 représentant le facteur de transmission du nceud [2| vers

inf,gauche . . ) . L.
K5 : matrice d’ordre 2 représentant le facteur de transmission du nceud [3| vers

L’application numérique donne :

. 00000 0,0156: 00208 0,0000: -0,0156: 0,0417:

Kls;p,gauche Kls;p,droite 0
L'assemblage de la matrice est : [K] = | k[}/9euche  gnfarotte o sup.gauche o sup.aroite
0 Kzirglf,gauche Kzigf,droite
L’assemblage de la matrice est alors :
02500 0,0000 : 0,0000 : -0,2500 : 0,0000 © 0,0000 : O i 0 : 0
:.0,0000_ : 0,0625 : 0,0625 : 0,0000 : -0,0625: 00625 : O : 0 : 0
0,0000 : 0,0625 : 0,0833 : 0,0000 : -0,0625 : 0,0417 0 0 0
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La matrice de rigidité précédente a un déterminant nul, ainsi seul un mouvement de corps rigide
peut étre exprimé (ce qui ne correspond pas aux résultats souhaités).

9.2 Prise en compte des conditions d’appuis

[K]- [u] =

Avec la matrice de déplacement [u] =

La matrice des forces nodales équivalentes : [F,,qqes] =

Uy
%1
B1
Uz
Uy
B2
Us
VU3

B3

La matrice des réactions d’appuis : [Re] =

Certaines valeurs de déplacement et de rotation sont

o oo oo XXX

[Frodates] + [Re]

encastrement et le nceud | 3| est un appui simple.

~Np,

_V102

MY,
—(N2; + N35)
_(Vzol + V203)
—(M2; + M33)

S O O

—10000
—6667

—10000
6667

connues puisque le nceud est un
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Puisque ces valeurs sont connues, il convient alors de supprimer la 1¢ ligne et la 1¢® colonne, la
2¢me ligne et la 2™ colonne, la 3°™ ligne et la 3*™ colonne ainsi que la 8°™ ligne et la 8%me
colonne de I'équation

[K] - [u] = [Froqates] + [Re]

La matrice de rigidité globale initialement égale a

| 6,2500 | 6,0000 : 06,0000 : -0,2500 | 06,9000 96000 . O I o i o
00000 00625 00625 00000 -0,0625 00625 O o o
00000 00625 00833 00000 -0,0625 00417 0 o I
| -9,2500 ' 06,0000 © 6,0000 ' 0,3750 0,0000 0,0000 -0,1250  6,9809° 0,0000
| 6,0000 - -5,09625 - -0,0625 - 0,0000 0,0703 -0,0469 . 0,0000: -5,0678 0,0156
| 6,0000 ' 06,0625  6,0417 - 0,0000  -0,0469 0,1250 0,0000  -5,9156 0,0208
e e 9 [ -0,1250' 00000  0,0000: 0,1250: 6,006 0,0000
e e O 00000 -00078 -0,0156 00000 00078 -0,0156.
e e 0 . 00000 00156 0,0208  0,0000 -3,0156  0,0417

( 0.375 0 0 —0.125 0 w
0 0.0703 —0.0469 0 0.0156
Est réduite a 0 —0.0469 0.125 0 0.0208
—0.125 0 0 0.125 0
0 0.0156 0.0208 0 0.0417
Cette matrice a un déterminant non nul donc, I'équation réduite
a une solution :
( 0.375 0 0 —-0. 125 \ ( w ( \
0 0.0703 —0.0469 0. 0156 10000
210000-10° - 0 —0.0469 0.125 0. 0208 B 6667
~0.125 0 0 0. 125 / \us
0 0.0156 0.0208 0. 0417 B3 6667
Au final, les valeurs sont :
Uy Om
v, —2,14.107°m
(ﬁz = (—1,44. 10~ rad
Om

2,28.107° rad
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9.3 Obtention des torseurs

Pour chaque élément de poutre 2D :

[Tl]] = [Kl]] [uu] [Frodates]

N;; u; Np;
Vij v Vi
o 0
- [k !

En développant :

Troncon de poutre [1H2]: 0 < x < 2

Ny, 0.25 0 0 -0.25 0 U =0m 0 ON

Vi, 0 0.0625  0.0625 0  —0.0625 0. 0625 vy =0m /0\l / 9200 N
Mo l_g.| O 0.0625  0.0833 0  —0.0625 0. 0417 By =0rad +| 0|2 15500 N.m
Npy [T -0.25 0 0 0.25 0 u, =0m of~ ON

Vs 0 —00625 —0.0625 0 0.0625 —0. 0625 \ v, =—2,14.10% m 0 —9200 N
My, 0 0.0625  0.0417 0 —0.0625 0.0833/ \B, =-1,44.10"°rad 0 3000 N.m

L’effort normal est nul en tout point.

2—x X 2—x

Mip(x) = Miso(x) = Myy =+ My; 5 = ~15500- T+3000 5_9250 x — 15500

Vy,(x) = —9250

Troncon de poutre [2H{3]: 2 < x < 6

Nys 0.125 0 0 —0.125 0 0 u; =0m ON

Va3 / 0 0.0078  0.0156 0 —0.0078 0.0156 / v, = —2,14.107° \ 10000 9200 N

Mas | _ . 0 0.0156  0.0417 0 -0.0156 0.0208 || B, = —1,44.10"° rad |Jr 6667 | _ | —3000 N.m

N, —0.125 0 0 0.125 0 0 u; =0m 0 ON
\ng/ k 0 —0.0078 —0.0156 0 0.0078 —0.0156)\ v3=0 } kwooo) K 10800 N )

Ms, 0 0.0156  0.0208 0 —0.0156  0.0417 Bs = 2,28.107 rad —6667 ON.m

L’effort normal est nul en tout point.

Posons X = x — 2

4—X+M X
32"

M23(X) = Miso(X) — Mys -

_5000-X
T2
= —2500- X2 + 9250 - X + 3000

4-X
-(4—X)+3000-T

Vy3(x) = 5000 - X — 9250
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9.4 Exercices

Avec :
< = "% - > —
P K : matrice représentant la rigidité du nceud [i]
LT 1 Il _
Vi | l I\
’%;;L — Lﬁ'}"‘[ ‘ T" A K : matrice représentant la rigidité du nceud
] e
\ —
(_J L K : facteur de transmission du nceud [i] vers

. : facteur de transmission du nceud [j] vers [i]

] N

Pour un élément de poutre 2D entre les 1)
nceuds [i] et les nceuds

Quelle est la taille de matrice représentant la
rigidité d’un nceud ?
2) Quelle est la taille de la matrice représentant

La matrice de rigidité élémentaire est le facteur de transmission ? .
. . 3) Quels sont les paramétres d’'un élément fini

tée - 2D d’une poutre ?
notee - . . 4) Ecrire les matrices élémentaires de rigidité de

chaque élément de poutre en respectant la
notation de I'’énonce.

5) Assembler la matrice de rigidité de la
structure

6) Ecrire le deuxieme membre de I'égalité

7) Combien de conditions aux limites sont
connues ?

8) En déduire la taille de matrice inversible et
réécrire [u] et le deuxiéeme membre aprés
prise en compte des conditions aux limites.
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9.5 Extrait des annales 2013

P 3

Détermuner
les sollicitations

> % 4
Déterminer

Le déplacement
—> (S;) dunceud4

[

1
Ve

Partie IV : Méthode des €éléments finis (3 pts)

La structure précédente est résolue par un logiciel de calecul des structures basé sur la méthode
des éléments finis

Précisez les 6 paramétres d'un élément fini poutre dans ce probléme

Quelle est la taille de la matrice de rigidité élémentaire de cet élément

Quelle est la taille de la matrice de rigidité globale

Quelle est la taille de la matrice inversée par le systéme

Comment change la matrice de rigidité globale s1 la force répartie est concentrée au noeud 2
(Force ponctuelle horizontale de 3pL appliquée au neeud 2)

Indiquez dans les deux cas le second membre mis en place aprés 'assemblage
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9.6 Extrait des annales 2014

s [ L,
X X X

1 EI[ |2 EI 3 El 4
-
L < EAI y‘& EALI
BN | (84)
p p
5 6

<
T

Partie IV : Méthode des éléments finis (3 pts)

Reépondre entierement sur le Doc Réponse

Quelle est 1a taille de la matrice de rigidité élémentaire d'un élément poutre pour des
problemes en 3D

La structure précédente est résolue par un logiciel de calcul des structures basé sur la méthode
des éléments finis :

Quelle est la taille de la matrice de rigidité globale pour le systéme (S, )
Quelle est 1a taille de la sous matrice inversible par le systeme
Comment change la matrice de rigidité globale si la force répartie est remplacée par une force

concenfrée globalement equivalente horizontale 2pL appliquée au milieu de la poutre 2-3
Indiquez dans les deux cas le second membre mis en place apres I’assemblage
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Partie IV : Méthode des éléments finis

Taille de la matrice de rigidité élémentaire d un élément poutre pour des problémes en 3D

Taille de la matrice de ngidité globale pour le systeme (S, )

Taille de la matrice inversée par le systeme

Comment change la matrice de rigidité
globale s la force répartie est remplacée par
une force concentrée globalement
équivalente

Indiquez dans les deux cas le second membre
mis en place apres ’assemblage

Cas : force répartie

Cas : force ponctuelle




